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Préface
Rien ne vaut qu'un veau qui ne vaut rien !

Morphocode

Ce livre est le Tome Il du méme livre “La physique
quantique Tome I”



1 OBJET QUANTIQUE

Positiviste : Ce plat sur la table contient tous les ingrédients donc les
ingrédients qui ne sont pas dans ce plat n'existent pas!

Réaliste : Ce n'est pas parce que ce plat n'utilise pas l'ingrédient v que
l'ingrédient v n'existe pas!

En physique classique on classe les objets en deux
catégories distinctes :

a Type corpusculaire

a Type ondulatoire

La physique quantique manipule les objets "quantiques”.
a On dira un objet quantique 0Q, c'est :

— un objet qui posséde des propriétés quantiques
comme : le spin, polarisation, s'auto-interférer, ...

o un objet quantique élémentaire un OQE :

— c'est un objet quantique qu'on ne peut pas le couper en
deux.

— un OQE est ponctuel ...

On dira un OQE=une particule-quantique=une particule
(simplement).

par exemple : le photon, I'électron, le proton, I'atome, ....
sont des particules quantiques.



Pour fixer les idées on se place dans 1D.

on pose::

L2(R) = {f: Rx R+~ C; [ |f(x, t)|?dx = 1}

ce sont des fonctions de carré sommables normées .
Ces fonctions f(x, t) vérifient :

1) Partout définies,

2) De classe C»,

3) A support borné.

Note : parfois on note aussi f(x) au lieu de f(x, t) pour ne
pas alourdir I'écriture.

exp:
a) f(x) = Ne~x//a

b) f(x) = Nxe™*7/2



2 L'OBSERVABLE DE
COORDONNEE ET DE
IMPULSION

2.1 L'OBSERVABLE DE COORDONNEE

En physique classique on sait étudier le mouvement d'une
balle de tennis, il est tout a fait naturel de se demander
quel est le mouvement d'une particule quantique comme,
le photon, I' électron, ... ?

Mais en physique quantique, la situation change
radicalement, il n'y a pas de concepts position, vitesse,
trajectoire, ... mais a la place on a les concepts d'état
(dynamique) , de niveau d'énergie, nuage de présence ...

2.2 GRANDEUR COORDONNEE X

Pour simplifier I'étude on se place en 1D.

Soit & une particule quantique (libre) dans R, elle est
caractérisée par les grandeurs coordonnée X et impulsion
P, (suivant x). La grandeur X peut prendre toutes les
valeurs réelles x€R, de méme la grandeur impulsion B, ,
elle aussi peut prendre toutes les valeurs réelles peR.



A partir de X on associe un observable X de la fagon
suivante:

X|x >=x|x>,VXxER

puis on forme tous les états [{r>:
+o00

W>= | ¢ x> dx

ou P(x) EL*(R).

L'ensemble des états |{/> forme alors un espace de Hilbert
de base {|x>}xer de dimension infinie continue.

Il y a une grande différence entre |{> et Y(x). |{y> est un
élément de 7 tandis que Y (x) est un élément de L*(R),
comme il y a une différence entre le vecteur v

- (i) et le composant 4
v o\3

Remarque I'écriture :
+o0
W >= Y(x) x> dx
—00
ressemble beaucoup comme dans le cas discret

|¢>=zai lgi >

1

On voit que Y(x) estla "x-composante"” de |{r>

Une chose trés importante, on veut absolument que :



<x[P>=P(x)

comme dans le cas discret

<gily>= 0w
donc
+o0
W >= Y(u) [u>du
+o0
<Xx|y>= Y(uw)<x|u> du

-00
on veut donc que cette intégrale vaut

—+ oo

Y(u) <x|u> du =yP(x)

—Si on définit <x|u> comme la fonction px(u) (u estla
variable car on a "du" comme la variable d'intégration) :

0 si u#x

<Xu> =p(w)= {1 siu=x

comme le cas discret <gj|g;> = §; l'intégrale diverge ! en
effet

oo ~+co +oo

YWy (w)du = YE)du=y¢x) | du= o

—00 —

<x|u> ne peut pas étre une fonction, la solution est de
prend <x|u> = §(u - x) la distribution de Dirac en x, car
cette distribution donne exactement ce qu'on veut :



+oo
[ wws-ndu=we

(on a vraiment de la chance !!)
—0n pose donc par définition :

<x|u>=6(u - x) ; 6 = lavariable en ler

10

On dit que la base {|x>}xer est une base orthonormée (au

sens de Dirac) de H .

Et pour un ket |x> on a:
+o0
|x>= 6(u-x)|u> du

-00

la "x-composante" de |x> est donc §(u-x)€L?(R).

Le produit scalaire de

+o0

w>= [ weo x> dx
4o
o= | x@lu> du

400 +o0
<lx> = < f Yoo o> dx| j x(W) Ju> du>

+o00 +o0
<Yx>=< P (x)<x| dx |f x(u) [u>du >



4o 4o
he= [ W ([ W< >du)] d

+o0 +oo0
b= [ W[ xwsnduas

+00
<wp=f ¥ COX()dx

Voyons maintenant ce que fait I'opérateur X

400

W= we > dx
+o0

X|g >= f P(x) X|x > dx

+o0
Xy >= f xP(x) |x > dx
d'ou

XY > = | >avec P (x) = x(x)

ou encore en notation Dirac

+00
Xy >= f uP(u) |u>du

+o0
<x|7(|1|}>=f uy(u)<x|u>du

11
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+o00
<x|f(|1|1>=f uy(u)é(u-x)du

<x|f(|1|1> =x(X)

<x|X|P >=x < x|y >

X c'est la multiplication par x.

Pour 3D:

L2(R3?) = {f: R3%xR* - C; flf(r,t)lzdr =1}

R3

Y(r, )EL?(R?)

X
r= (y) ; r=vecteur

Z

dr = élément de volume, on note aussi
dr = dxdydz = d3x = dt (t=volume)

notation

[weordr = [weordr = [[[loeord
R3 R3

= g; [W(r, ) |?dxdydz
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On voit que 1'observable X a un spectre (les valeurs
propres de X) continu car x peut prendre toutes les
valeurs de R, en effet :

Cherchons une valeur propre u de X, u vérifie 1'équation
suivante:

X|u>=ulu >

Multiplions cette équation par le bra <x| , x€ER
<x|X|u> = <x|ulu>

a gauche vaut (car <x|X[> = x<x|{>)

X <x|u> =u <x|u>; car u est un scalaire

(x-u) <x|u>=0

(x-u) 6(u-x)=0(x), ceci pour tout xER

C'est ici qu'on voit que le spectre de X est continue en effet
on peut prendre u=x et comme XER, u prend toutes les
valeurs de R, donc le spectre de X est continu (non
dénombrable).

Résumé :

a Pour le ket |{y>€7, la fonction Psi de |{> est Ji(x)EL?*(R)
(carré sommable normalisé)

a Pour le ket |x>€H , la fonction Psi de |x> est §(u-x)
(distribution de Dirac en x).

Remarque si on fait le produit scalaire de <{|x>
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+o00
<LIJ|X>=f P (W)8(u-x)du

<lx> = P(x)
on retrouve bien

x> = <" = 7 (x) = Y(x)
x> = Y()

Comme la x-composante (fonction Psi) de |u> est §(u - x)
(distribution de Dirac en x), la particule n'a pas de position
bien définie, il sera donc absurde de vouloir la localiser en
un point bien précise xo !!, par contre on peut la localiser
dans un élément de longueur dx contenant xo . La
probabilité (élémentaire) de trouver &, a I'instant t, dans
un dx contenant X, est

dprob(x) = [W(x,t)|*dx (=1)

2
.%i
e
-
LL_I

et la probabilité de trouver la particule dans l'intervalle
[a,b] contenant x, est

b
prob([a, b]) = f W DPdx (22)

ou
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+o00

[y>= P(xt) |[x>dx

-00
et 1'état est normé ||Y]|=1

Et immédiatement apres la localisation (la mesure) § passe
brusquement de 1'état [{y>al'état [x>ou:

0 six<aoux>b

x(x) = {Lp(x) siasx <b

Il est vraiment étonnant que la fonction ys(x) passe
brusquement a x(x).

Remarque important : La formule (#1) ou (»2) fait penser
que la physique quantique n'est pas trés précise, elle ne
nous permet pas de localiser exactement la particule
comme le fait la physique classique . Mais il faut que vous
sachiez absolument une chose, vous n'étes pas dans le
monde M macroscopique ot vous vivez avec les concepts
et les lois de M. Mais vous étes dans le monde Q quantique
ou vivent les particules ... donc les concepts et les lois ne
sont pas forcément les méme que M !!!

Dans le monde classique M, nous avons le concept position
x(t), vitesse v(t), trajectoire, ...

Mais dans le monde quantique Q, une particule n'a pas de
"position bien définie" !! a la place, on a "' état” une sorte
du comportement de la particule ! pas de vitesse, pas de
trajectoire, mais de niveau d'énergie, de nuage de
présence, ....
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Dans le monde M on pose la question: quelle est la
position de la particule ?

Mais dans le monde Q il faut poser la question: quel est
1'état de la particule ? quel est son état ?

Suivez le scénario suivant:

On a une boule et des trous :

En physique classique la boule est toujours dans un trou,
mais en physique quantique la boule n'est jamais dans un
trou !!!

En physique classique la question: l1a boule est-elle dans le
trou A ? on a une réponse "oui” ou "non"

Mais en physique quantique cette question n'a pas de sens,
car de nature, la boule n'est jamais dans un trou !!! elle est
toujours au tour d'un trou ! alors la question sera:

La boule est-elle au tour du trou A ?

O Oo b
e
QQQ

physique classique
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physique quantique
Commentaire

A. Quand on étudie la physique quantique tot ou tard on
pose la question suivante:

Pourquoi la fonction (%, t) doit é&tre complexe et non
réelle ?

On sait que |Ji(x, t)|*dx est la probabilité de présence de la
particule, elle doit étre la méme pout tout le monde, il n'y a
aucune raison que Bob a plus de chance de trouver la
particule en x, qu' Alice !

Soit donc un référentiel inertiel R ou se trouve Alice, dans
ce référentiel Alice voit la particule se déplace a la vitesse
v avec une impulsion p = mv et une énergie E=p?/2m.

Si (%, t) était réelle, on prend par exemple:

P(x,t)=A cos(pX;Et) ;
ou A = Ccte

Calculons Y(x1,t) au point x; =x + L



p (X+L) Et

P(x+L, t) = A cos( )

PY(x+L, t) = Acos(pX i pL);

h
si on prend
pL _
7 =T

c'est-a-dire si on prend

Th
L=—
p

Dans ce cas, si la probabilité de présence |(x, t)|*dx est
nulle en x, elle sera aussi nulle en x; en effet :

dp(x, 1) = [ (x, t)|*dx
La probabilité de présence est nulle si
W(x B2 =0= A% cos?’(*—2) = 0

pr

= cos( )=0 = cos(Z— Et) 0

car on a cos (6+m) = - cosB
. o i
Et les points x et x1 sont séparés par L=n7

Maintenant Bob, dans un autre référentiel R' ayant la
vitesse V par rapport a R paralléle a celle de la particule
Bob voit la particule se déplace a la vitesse

vi=v-V

18
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une impulsion

mv' =mv - mV

p'=p-mV

et une énergie

E'=p?/2m

la fonction Psi s'écrit alors
P'(x,t)=A" cos(#) ;

donc aux points x' et X’1 la probabilité de présence est nulle
mais ils sont séparés par L'

LN S ([
p (p—mV)

qui est différent de L.

L#L' = Cela signifie que pour Alice la probabilité de
trouver la particule en x=L est nulle prob(x=L)=0, alors
que pour Bob elle n'est pas nulle prob(x'=L)#0 (elle est
nulle pour x'=L', prob(x'=L")=0) ceci contredit la
caractéristique de la probabilité de présence donc la
fonction Y ne peut pas étre réelle! elle doit étre complexe,
et on peut mettre s sous la forme

P(xt) = A expli(Z)]

(les nombres complexes peuvent s'écrire sous la forme
pei?)
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et |[P(x, t)|? = |A|? est constante #0, on a la méme
probabilité pour tout le monde !!

Ceci dit, il y a quand méme quelque chose de curieuse ... 1a
probabilité de trouver la particule est la méme partout, ¢ca
signifie qu'on ne sait pas ou elle est !l car il n'y a aucun
enseignement de plus, aucun endroit préférence ...

du coup on ne sait pas ou se trouve la particule, elle parait
étre partout !! ....

B.]'insiste encore sur la formule

b
prob([a,b]) = f W(x, O)dx

elle nous suggere la conclusion suivante : la physique
quantique n'est pas précise, car elle donne la probabilité
que la particule se trouve prés de xo et non exactement en
xo comme la physique classique. Mais c'est une conclusion
fausse ! une conclusion erronée !!

En effet en physique quantique, on n'a pas le concept
"position bien définie" , ce concept est remplacé par le
concept "état" donc par conséquence une particule n'a pas
de position bien définie , comme le concept de 'spin’
n'existe pas en physique classique.

la question : "La particule se trouve-t-elle en xo ?" a un
sens en physique classique et avoir une réponse "oui" ou
"non" mais elle n'a pas de sens en physique quantique, la
question devrait donc se transformer:

"Quel est 1'état de la particule ?"
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ou si vous tenez absolument savoir ou se trouve la
particule, vous devez posez la question suivant:

"Quelle est la probabilité que la particule se trouve dans
l'intervalle [a,b], a l'instant t ?"

Quantique

Classique

état, niveau- énergie, nuage
de présence

position, vitesse, trajectoire

1Mx%w() x(t), v(t) ,

. Xlt _ d X F
lflT—HlIJ[X,t) an
_E p=mv

p_c
2.3 L'OPERATEUR IMPULSION

On fait la méme chose avec la grandeur impulsion Py
(suivant x), on associe I'opérateur d'impulsion P, comme

suite :

Pp>=plp> ;avecp€eR

La aussi on a un spectre continu, comme X

et on définit aussi {|p>}per comme une base orthonormée

de H de la facon suivante:
Vpq €ER,

<plq>=45(q-p)
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Voyons l'opérateur P, dans la base |x>, par définition on

pose
D def e 3 dlp
P> & Lo -ih o [x>dx

Blu>=y > aveCLIJ’(X) = —ih%

en notation Dirac

- +eo U}
<X|P[U> & f -ih E<X [u>du

5 e dy
<X|P[Ur> & f -ih ES(u—x)du

- dy o d
<X|PX|L|J> =-ih el -ih &IIJ(X)

" d
= - —
i Ix x| P>

- d
<x|Py|@> = -in &<X|¢>

L'opérateur P, est —ih% (en base {|x>}er )

En abrégeant :

- d
<xX|Py>=-ih I

Un état [P> peut s'exprimer aussi dans la base {|p>}per

d'impulsion
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+oo
w>= | T

<p|P> = P (p) (le bra appliqué sur I'état donne la
composante de 1'état)

On voudrait savoir quelles sont les relations entre {(x) et
J(p), eh bien Ji(p) est la transformation de Fourier de
P(x), c'est-a-dire

~ 1 oo g
Y(p) = N e AP Y(x)dx
inversement

1 (" i
Y(x) = \/ﬁj er™ Y(p)dp
En 3D

_ 1 i
Y(p) = wa e 7 Y(r)dr

inversement

— 1 i—p.r -
V) = G | et B@)dp

Px
p = | Py |; vecteur
Pz

Px Dy, Pz ce sont des nombres réels
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X
r= <y> ; vecteur
Z

p.r = pxX + pyy + p2Z = produit scalaire de p, r dans R3

Le vecteur |p> dans la base {|x>}xer
+o0
m>=f p(x) [x>dx

<x|p>=p(x)

Plp>=plp>

N +o0 dp +o0
PX|p>=f —ih&|x>dx=pf p(x) |x > dx

+00 dp +o0
J —ih—X |x>dx=j pp(x) |x > dx

d
d'ou
. dp
ﬂha;—pp@)
dp i
a;—ﬁpp@)

ce qui donne comme solution
Iox
p(x) = aer’

- 1 .
n choisit a = — r normaliser p(x
on choisit a = == pour no aliser p(x)
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1 i
<x|p>=pK) = mehp
<p|x>=X(p) = <x|p>"

1 i
<plx>= me AP
la fonction Psi de |p> est
p() = —— e
2mh

elle n'est pas dans L%(R).

p(x) est aussi une distribution qu'on nomme distribution
de Fourier

Un petit résumé sur ces écritures

H =1'espace des états |P>de §
{|x>}xer la base de coordonnée
{Ip>}per la base d'impulsion

J(x) = composante de |{/> dans la base {|x>}xer,
x-composante ou fonction Psi.

<x|y> =Y(x), fonction Psi de |{>

<p|¥> = P (p) = composante de | > dans la base {|p>}per,
p-composante

<x|p> = p(x) = composantes de |p> dans la base {|x>}xer
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i
erPX

p() = 2Th

p(x) = fonction Psi de |p> c'est une distribution de Fourier

<p|x> = X(p) = composantes de |x> dans la base {|p>}per

1
2mh

i
%(p) = ———e "

|x>— 6(u - x) = composante de |x> dans la base {|x>}xer

, fonction Psi de |x>

<x|X|P > = x < x| > ; 'opérateur X dans la base {|x>}xer
<X|§X|Lp> =-ih %<x|w> ; 'opérateur P, dans la base

{Ix>}xer

2.4 L'INEGALITE DE HEISENBERG

Calculons le crochet [X, B,]

[X,B,] = %P, — PR

en appliquant sur un état |{>, ca donne

&P, — B > = RP)|W > - B >

= —iAx 0y +ih 0, (xP) = —ih x 0, + iRy + iAx 0,
=iy

finalement
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o =

[X,P,] = inl

Appliquons I'inégalité des dispersions pour X et P,

AX AP, >

N S

c'estI'inégalité de Heisenberg.

Commentaire important

On trouve ce théoreme dans beaucoup de livres de la
physique quantique et dans des vulgarisations mais
I'annonce est compléetement contre sens !!

L'annonce :

Le principe d'incertitude d'Heisenberg ou Le principe
d'indétermination d'Heisenberg :

" On ne peut pas connaitre simultanément la position et la
vitesse d'une particule aussi précises qu'on veut "

1. D'abord ce n'est pas un principe, c'est un théoreme !
puisqu'il est démontré a partir d'autre théoremes ou
propriétés.

2. Dire qu'on ne peut pas connaitre la position et la vitesse
d'une particule signifie que la particule possede une
position et une vitesse bien définies et que la "méchante”
physique quantique nous empéche de les reconnaitre !

Or c'est complétement faux ! une particule quantique n'ont
pas de positions bien définies, ni de vitesses bien définies
(pas d'impulsion bien définie) parce que le spectre
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d'observable coordonnée X, et d'impulsion P, sont
continus.

ce qui faut faire c'est changer 1'énoncé et son texte :

A. "Le principe d'incertitude d'Heisenberg ou Le principe
d'indétermination d'Heisenberg"

= "Théoréme d'Heisenberg"

B." On ne peut pas connaitre simultanément la position et
la vitesse d'une particule aussi précises qu'on veut "

= "Le produit des dispersions des positions et des
impulsions AX AP, sont toujours plus grand que #/2"

ou bien
= "Les observables X et P, ne se commutent pas"

Pour passer en 3D, c'est facile, il suffit de faire la méme
chose pour chaque composante.

X X
R= (\?) r= <y>
7 y/

RIy >=( Yoy, | = ydy Wy [=r| ¥y |=rlYy >

v, v,

)
I
S AN



/P;XqJX
/ISNJ >= ﬁywy =
P,
Ox
V= ay
0,
finalement

P=—ihvietR =1l

—ih aX]‘pX
—ind,y,
—ih 0y,

Py
—inv| Wy
v,

29
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3 LES GENERATEURS

3.1 THEOREME DE STONE

Soit une famille d'opérateurs unitaires {D }eer indexée
par a€R telle que

{ Dy =1
ﬁaﬁg = ﬁa+[3
alors il existe un observable (opérateur hermitien) A tel

que

o~

—~ —_

Da =e h
A se nomme le générateur des D,

Si a1 est tres petit devant 1, alors on peut écrire

~ Lo
Da:I—EA

C'est le début du développement de
X2 X3

e* = 1+X+Z+§+"‘

Démonstration

Ona

~ ~ dD
Dyssa= Da+6ad—aa ; (développement limité ler ordre)
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~ . 160
D8cx =] —TA

S ViR " 160(,\4r . ida .
(Dsa)"Dgo = I+ —A)A——A)
h h
iSa i6 ida

—~ —~ N —~ (0 85 o~ o~
D5, )tDs, =1+ —AT ——A — (—)?ATA

: i8a\ 274 & o
On vire le terme —(%)ZATA car (8a)? est trop petit, il nous

reste

PR " 180(AT ida .

(D&x) D&x =I+7A —7A
S (Yo ida

[ =1+—AT——A

ce qui montre que A est hermitien.

(a1) Note : On peut se demander pourquoi A ne dépend
pas de 8a ? A ne dépend pas de Sa parce que 8o tend vers
zéro da — 0 (8a tres petit) en fait on a:

im ﬁ&x _i im ﬁﬁa - D0
8a—>0 Sa 8a—>0 Sa—0

Donc A ne dépend pas de 8a

Et n'oubliez pas qu'on est des physiciens, pas des

nm n_mn

mathématiciens, pour nous "x" c'est "=".
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sia=3,141592653589
on dira que c'est

a=metnon a = m!laraison est simple: on vit dans un
monde fini et que si on doit couper une tige d'une
longueur 1, tot ou tard il faut le faire et on prend
a=3,141592653589 et on coupe c'est tout !

Remarque : On peut se demander a quoi ¢a sert le i dans
Dy =14

“ 7 h
Le nombre complexe i est 1a pour imposer que A soit
hermitien, en effet reprenons le calcul .
D=1-0aA otua=a+ib

On a D unitaire et on cherche a pour que A soit hermitien,
allons y

DD = (i — wA)(f - o)
=(1-0A) — a"AT + a*aATA
On vire le terme o« (trop petit)
DD = (i - o&) — a*A'
[=(1-0A)— oAt

oA = —a*At

Pour avoir A = At il faut que
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o =-o"= a=ib, on peut prendre b=1 = a=i

3.2 L'OPERATEUR D'EVOLUTION

A chaque instant tER* on associe un opérateur unitaire U,
tel que

{ ﬁo = i

ﬁtﬁr = ﬁt+r

L'opérateur U, s'applle opérateur d'évolution, il fait passer
le systéme d'état initial |{r(0)> a l'état |{/(t)> donné par
[W()> < Uy(0)>

donc pour passer de 1'état [{(t)> al'état [P(t')> (t' >t) par:
[W(t)> = Uex |W(1)>

en effet

{wm>=§mmm>
() >= U y(0) >
W) >= 0,0, (W) >
W) >= 0y 0_ [y >
[W(t)> = Oy [W(® > (=2)

L'évolution du systéme est donc pilotée par la famille
{Uer*



La relation (22) montre que I'opérateur U, est invariant
par translation du temps t, c'est-a-dire en At durée
comment le systéme a évolué ? autrement dit

siAt=1"-Tt=t-t
alors
[w(t)> = [P(T)>

le méme expérience réalisé a 10h ou a 15h donne les
méme résultats.

Conservation du produit scalaire.
<P(t)x(t)> =<0 b®[0;  x(®>
on pose t'-t=t

<p(t)[x(t)> = <p(®[010, x(©>
comme 070, = i

ca donne

<Y(t)x(t)> = <O x>

En particulier deux états orthonormés restent
orthonormés apres I'évolution

D'apreés le théoréme de Stone, il existe un observable 3
(hamiltonien) tel que

35
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Et on peut mettre U, sous la forme
-~ A~ it~
U =1- ;H ,

lorsque t < 1 (t tres petit devant 1, infinitésimal)

3.3 L'EQUATION DE SCHRODINGER

On a un systéme I donc l'opérateur d'évolution est U, et
on passe de I'état |{(t)>al'état | (t')> par:

[W(t)> = Ty [W(D) >

en posant t' =t + 8t avec 6t « 1 (St=infinitésimal)
d'ou

[W(t+6t)> = Us, [W(D)>

it

[W(t+86)> = (1 ——H)p(®)>

i6t 5

W(E+89> = [(© >~ ApO>

i6t

e+ 80> - W > = - L A©>

[P(t+8t) > —[P(t) >
5t B

i
——H]|y((t) >
=AW

quand &t tend vers zéro : 6t = 0 on a,

dly(t)>
dt

=2 (0>
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iy A1V (>

FTa = Hjy(v)>

L'état du systeme (sans action de mesure) vérifie
I'équation de Schrodinger (Axiome 2)

Si on tient compte la variable coordonnée x, |{(x,t)> on
utilisera la dérivée partielle 0, et I'équation devient

i AW O>

Yt - =H |P(xt)>|dans H

ot H est I'hamiltonien du systéme.

ou en passant par la fonction Psi, c'est-a-dire dans la base
{|x>}xer

in aq;(gx Y 4 )| dans L2R)

o Quand I'hamiltonien H ne dépend pas du temps t (que
nous supposons toujours), on dit que le systéme est isolé.

o Pour un dipole électrique D dans placé un champ
électrique E :

H= -D.E

a Pour un dip6le magnétique p placé dans un champ
électrique B :

H= —-f.B
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a Pour une particule de masse m#0, d'impulsion p,
plongée dans un potentiel V(x), I'hamiltonien H vaut :

P2

H=—+V
o TV

comme P dans la base {|x>}.er vaut

<x|P>= -ihi > <x| E>=_h_2i
0x 2m 2m 0x?
d'ou
2 82
om O +V(x)

Dans ce cas I'équation de Schrodinger (dans L?(R))
devient:

i aw{gi(,t) - H y(xt)
LOp(xy) | h? 9P
ih Fraam ('ﬁ@"‘ V() W(xt)
L 0U(xt) R 0%P(x)
ih - Im o + V(%) y(xt)
en 3D
oY (r,t h?
ih qu ) _ S AP+ V() (Y
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Rappel : La fonction y(x,t) est une fonction complexe,
c'est-a-dire

U:RxR— C

(xt) = Y(xt)
et que H est I'hamiltonien du systéme (observable
d'énergie)

NOTE : 1) Ici on peut voir que la fonction J(x,t) est
complexe, en effet si Y(x,t) est réelle dans I'équation
Schrodinger

aP(xt)
ot

ih

=H Y1)

le membre de gauche est complexe et le membre de droite
est réel (H est réel) donc ¢a implique que Y(x,t) = 0 est
identiquement nul, ce qui est absurde, donc y(x,t) doit
étre nécessairement complexe.

2) Certains auteurs appellent I'équation de Schrodinger
I'équation d'onde, c'est une tres mauvaise appellation, en
effet 'équation d'onde est de la forme:

%y 10%y
0x2  v2 otz

ou v est la vitesse de propagation de 1'onde.

L'équation de Schrodinger n'est pas relativiste elle est
valable que pour des vitesses v tres petites devant c, v«<c,
si non il faut utiliser I'équation de Dirac:
(iy"9,—m)y=0;p=0,123



[A(Y° 0o+ Y01 +¥2 0, +¥303) —m)]y =0

[((I(° 0 + v 05 +¥?* 0y +v20,) —m)[y =0

avec
100 0 000 1
o_[0100) ,_[0o010
Y 00-10 Y 0-10 0
000-1 ~100 0
000 —i 0010
,_[00i 0} s_[000-1
Y oioolf'Y 100 0
—i00 0 0100
Yy
W
=1y,
U3

Les matrices y* (4x4) s'appellent les matrices de Dirac.

3.4 LE COURANT DE PRESENCE

On pose
p(x) = (WX = Y*(x DY (xt)
c'est la densité de présence

et

40



oy
in [V 5| _in ey Loy

2m . oy’ _Zm(q’ﬁ"“&
Ve

i 0 .0
= 2 2

Jx =

le courant de présence
exemple

P(x) = Aeillx = *(x) = A*eik
R ik ek 1 A ik A ks
ix= m (—ikAe™ A%e -ik A'e™™ Ae™)

_ fik
—IA[*

d
calculons 22
at

6p 6\]1
at

q;

or I'équation de Schrodinger donne

oy h? 0%y
ST amaxz TV

et sa conjuguée

oyt R oRy *
T Imaxz TV

41
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d'ou
e Y B vy v
iy FT -ﬂﬁw + V() ¢ (1)
1 A .
A — == o= U V) WY (2)
eV .y RERyT h2oRy
D@ =i e+ = o ¥ amae ¥
oy oy ik 0%yt ih a%y
Yoot it m e Vo mae V0

dp ih oyt %
it am Wz Vo)™

dp 0%
— —
Jt  ox?

0
d'ou

F
é%+dw1=0

Note : en 3D les définitions seront:

p(rt) = [Y(r,Y|?

o o
j= 5= (WY - W'VY)

R (L A 11
lx—ﬁ(‘bg'wa
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ik 9yt L0y
jy= E(IIJW -y 3y
in oy oy

jz= E(IIJE*IJ i

d

X

r=<y),V= a; ,divj = V.j = 0y, + 0y, + i,
Z az

3.5 L'EVOLUTION DU SYSTEME

Supposons qu'on part d'un état initial |{s(x,0)> comment
va évoluer le systeme dans le temps ? c'est-a-dire que vaut

[W(x,0)>7?

Eh bien I'évolution du systéme est régie par 1'équation de
Schrodinger, on va donc exploiter cette équation

Rappel : I'équation de Schrodinger (1D)

ih6|L|J(x,t)>

50 - Hlv&Y>

Cherchons une solution particuliére |{,(x,t)> de I'équation
de Schrodinger telle que

HNJn(X:t) >= Enllljn(xrt) >

c'est-a-dire | (x,t)> est un vecteur propre de H, associé a
la valeur propre E, .
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ihw= Hp, (x,H)>

at
O, (%t
m%: EnlWn(x.0)>
(x> i
T_'EEnNJn(X»t)>

i
WaGe D) >= e 7" [xy () >
Xn(x) désigne la constante d'intégration elle dépend de x.

Par définition les états |{n(x,t)> sont appelés états
stationnaires.

On peut remarquer que les états |xa(x)> sont aussi les
vecteurs propres de H associé a la valeur propre E,, en
effet

ﬁNJn(Xrt) >= Enllpn(xlt) >

_i

A(e Tt [ () >) = En (e B [ (0) >)

= _i
comme H ne dépend pas du temps t on peut sortir e Ak

gt i
e T H [xp () > =Ep e 7 [xp () >
H |Xn(X) >=E, |Xn(X) >
Les |xn(x)> forment donc une base de H.

Considérons maintenant I'état |{(x,0)>, on a
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W0 0) > = )ty [a) >

n

puisque les états propres |xn(x)> forment une base de H,
et comme
_LE t
Wn(x0) >=e & |x,(x) >
[Un(x,0) > = |xa(x) >
d'ou

W0 > =ty [ (,0) >

n
comme 1'évolution est linéaire on passe de |/(x,0)> a

|y (x,t)> linéairement

WD >= D ay [ (50 >

n

WD > = ) @ e T [, (0 >

n

Finalement tout se passe par l'opérateur H, si on connait
I'hamiltonien du systéme H, on connait les états
stationnaires et on connaitra I'évolution de |i(x,t)>.

Remarque : individuellement I'état

i
W () >= e 7" [x,(x) >
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ne change pas physiquement, c'est le méme état physique
que |xn(X)> c'est pourquoi on appelle |\ (x,t)> état
stationnaire.

3.6 THEOREME D'EHRENFEST

On va calculer I'évolution au cours du temps la valeur
moyenne <A> d'une grandeur A.

Soit donc une grandeur physique A et <A> sa valeur
moyenne

<B>=<y|A|y>

Ler>=2c< Alws + <] (LA) 0> +(<W|A) Lju>
<A >= (5 <y A+ <P (5 A) [W> +(<P|B) Tl
En utilisant I'équation de Schrodinger et sa conjuguée,

7 d |y >=H|y >

g lv >=Hly

—ih— |¢ >*=H[p >*= —1h—<1|;| = <y|H

& <A>=(i7 <IMANY> + <] (5 A) [¥> +(<VlA) (i7 A
)

L <R >= (< Y|HA - AH[Y>) + <] (S A) |y>
= <A >= (< YIAANY>) + <y| (3B) [y>

VAN
=)
Il
o)

>= (< [AA]) +<(SA)>

=
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Si A ne dépend pas du temps t, alors on a

d <Z\>—i<[ﬁ1§]>— ! <[AH] >
dt T h ’ ik '

NOTE : Bien que A ne dépend pas du temps, sa valeur
moyenne <A>(t) dépend du temps !!!

~ o~ o~ p? ~
Onprend A =RetH = zp_m + V(x) (une particule de masse

m plongée dans un potentiel V(x)) et R ne dépend pas du
temps (pour nous les opérateurs ne dépendent pas du
temps c'est 1'état qui dépend du temps |[(t)> !! c'est du
point de vue de Schrodinger) d'ou

d rs- 1<['lliﬁ]>

dt - . )
Ol<ﬁ>—1< ﬁA2+\7 >
dt ik 2m

or

RP?2 PR 1 o e
== —({=—+VR)=—(RP?2-P2R
<2m+ > <2m+ ) 2( )

1

= —|[R,P?

2m[ ]



<R>= ! <21h§
d T iA  2m
d _ <P>
—<R>=
dt m

Qui correspond en physique classique p = mx = mv

"2
De méme sionprend A = Pet H = — —+ V(%) , comme

toutes les opérateurs, I'opérateur d 1mpu151on P ne
dépend pas du temps, on a

d pse 1<[PH]
dt B

d<P> 1< P’
dt ik 2m

_ P _ (P _ P2 \.

[P,%-FV(X) = P(E-}‘V(X)) - (%-FV(X))P
P P2\ -

= (— + PV(X)> — <— + V(X)P) = PV(x) — V(x)P
2m 2m

'haV+'hVa— 'haV Va
! 0x ! ax l(ax OX)

en appliquant sur ¢

(%v—vi)q; 9 oy av oy

= (V) = Vo= g+ Ve = Vo

48



49

_(’)V
T ox

autrement dit

<6V Va)_av
0x ox) ~ ox

d . —ih 9V

d . -

—<P>=<F>

dt

Qui correspond en physique classique p =mX =-VV =f
c'est a dire

f=my

Ceci montre que la physique quantique contient la
physique classique, pour retrouver la physique classique il
suffit de prendre un grand nombre de particules et prend
la valeur moyenne.

Comme la relativité restreinte contient la physique
classique, il suffit de prendre v tres petit devant c.

Autrement dit la physique quantique a une certaine
cohérence car on retrouve la physique classique a partir
de la physique quantique.
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4  LES AXIOMES DE LA
PHYSIQUE QUANTIQUE

Axiome 1 : L'espace de Hilbert.

Soit Q un systeme quantique, a chaque instance le systéme
a un état et I'ensemble de ces états forme un espace de
Hilbert H complet, séparable et ayant une base finie ou
dénombrable ou continue.

Complet : Toute suite de Cauchy converge.
Séparable: Il existe une suite a, de H telle que
VueH Ve>0, Jax tel que ||u-ax||<e

Le systeme Q peut étre caractérisé par plusieurs
grandeurs physiques, qui fournissent alors les différentes
bases.

Axiome 2 : La correspondance

A une grandeur physique G qui peut prendre des valeurs
réelles {gi, g2, ..., g, .} fini ou dénombrable ou continue,
on associe un observable (opérateur autoadjoint) G tels
que:

Glg; > = glg >; g€ {12 ..n}ouNouR

- les g; sont des valeurs propres de G
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- les vecteurs propres |gi> forment une base orthonormée.
Axiome 3 : de la mesure.

Soit G une grandeur qui peut prendre des valeurs réelles
{g1, 82, .., G, -..}. Les vecteurs propres |gi>de G forment
une base, d'ou

V|U>€eH

b >= zailgi>

1

Si on mesure G quand le systéme () est en état |{>, alors
la probabilité d'avoir le résultat g; est

|0(i|2
prob(g;) = AT

immédiatement apres la mesure le systéme passe de 1'état
|W> al'état |gi> (sile résultat de la mesure est gj).

Et si on refait une 2éme fois la mesure immédiatement
apres la ler mesure on trouve évidemment encore g; et le
systéme est toujours dans I'état |gi>.

Axiome 4 : L'évolution de la fonction Psi

L'évolution de la fonction Psi suit I'équation de
Schrodinger, c'est-a-dire

oy(r, h?
ih % = om AY(r,t)+ V(r) Y(r,t)
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5 SOLUTION DE L'EQUATION
DE SCHRODINGER

5.1 PARTICULE LIBRE

Pour une particule libre £ de masse m=#0 d'impulsion p,
son hamiltonien H:

. P2
H=—
2m

H = observable, c'est une application linéaire dans #
et

h? 9%
- 2mox?
H = est un opérateur, c'est une application linéaire dans
L*(R)

On passe de H a H en fixant la base {|x>}.er , on est
exactement dans la situation:

Soient E un R-espace vectoriel de dimension 2, et 1=(1,0),
j=(0,1) la base canonique de E on a par ex :

U=31+2] €E = (3,2)€R?
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E H

1]} base canonique x>}er base de

) q
coordonnée

u=31+2j > = [77 p)x > dx
(3,2)ER? P (x)EL%(R)
A opérateur (appli linéaire) | P,
(1 2) ; matricede A . 0

5 3 4 PX = —lh_

ax

On se place dans la base {|x>}«er et nous voulons savoir
quelle est 1'équation de Schrodinger, et la fonction Psi

P(xt) de £7?

comme |'énergie associée, car une fois trouvé I'état
stationnaire x(x), la fonction Psi de § est donnée par:

PO = e FPiy(x)

L'équation stationnaire de & est

Hy =Eyx
h? 02
2m 9x>2
aZX pZ
a2 T =0

La solution est de la forme:

x(x) = Aer’™ + Be™ #P* ; A,B constantes complexes

»

Cherchons alors un état stationnaire x(x) de £ avec E = -
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donc finalement les solutions de 1'équation de Schrodinger
pour une particule libre sont :

YD) = (e i
Px t) = Aer®PxFO) | Be=i X +ED A g e

On peut prendre B=0, donc la fonction Psi de la particule
libre & est

W) = AerPED . A eC
En 3D ¢a donne
rt) = AeiPTED | BemiPHE) S AR e
Y(r, ;A
p.r = pxX + pyy + p-Z ; produit scalaire de R3
pour B=0 on a:
Y(rt) = Aei®TED S A e
Remarque :

x(x) = AeiEpX + Be_iﬁp , si on prend A—\/_ et B=0

xx) = = p(x)= <x,p>

C'est la fonction Psi du ket |p>.
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5.2 LA MARCHE DE POTENTIEL
Commencgons par voir ce qui se passe en physique
classique.

Considérons une simple déclivité d'une certaine hauteur,
formant ainsi une marche de potentiel V>0 .

E=V
0 VEI
E - — S A

T

On fait rouler une bille de gauche a droite ayant une
énergie E>0.

-Si E>Vj, la bille va monter la marche de potentiel, au
cours de sa montée elle ralentit, apres avoir passé la
marche de potentiel elle perd son énergie E - V.

Toutes les billes qui seront ainsi envoyées sur la marche
de potentiel (avec E>V,) passeront au-dela sans qu'aucune
reviennent en arriere, on dit qu'elle traversent la marche
de potentiel.

—-Si E<Vy, la bille va étre arrétée par la marche de
potentiel en un point, puis le mouvement s'inverse, on dit
qu'elle rebondit ou réfléchit sur la marche de potentiel.
Aucune bille d'énergie E<V, affranchit la marche de
potentiel.



Voyons maintenant pour une particule quantique, mais
d'abord rappelons

Rappel :

- y" + k% =0 , k=constante réelle

Solution : y = Ael + Be-ikx | A|B constantes complexes
En utilisant les formules

el® = cos@ +isind

cos(-0) = cosH, sin(-0) = -sinB

On peut mettre aussi la solution sous la forme
trigonométrique

Solution : y = A cos(kx) + B sin(kx) , A,B constantes
complexes

-y'- kzy =0 , k=constante réelle,

Solution : y = Aek + Bekx, A,B constantes complexes

56

On va placer dans le scénario suivant : Une particule & de
masse m#0, d'énergie E>0 venant de gauche (x=-00) vers

la droite (x croissant) et aucune particule venant de
droite.

On va résoudre I'équation de Schrodinger indépendant du

temps (équation stationnaire) quand le potentiel
V(x) = Vo > 0 une constante strictement positive.

O0six<O0
V) = {Vo six > 0avecV, >0
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W-

Les données sont m=0, E>0, H :
H=—+V,
2m 0

Cherchons un état stationnaire x, ayant E comme énergie.
Alors x vérifie I'équation
Hlx >=Elx >

Pz _

— +V >=E|x>
G+ Yo)lx > = Elx
placons nous dans la base {|x>}xer ¢a donne

Pz _
< —+V, >=<x|Elx >
ﬂgm 0)lx x|Elx

h2 2
<_RW + V0> <x|x> = E<x|x>
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h? 07
( + V0> Xx(x) = Ex(x)

 2max?

h? <62x(X)

-~ 2m\ 0%

h? <62x(x)

) + Vox(x) = Ex(%)

m W) + Ex(x) = Vox(x) = 0

0*x(x)  2m(E — Vo)
0x? + h? x() =0

Voyons les deux cas:

nE>Vo—>E-V0>0

—Zone |

0*x(x) 2mE
PR ?X(X) =0

on pose

K= 2mE
T h

9%x(x)

PR k?x(x) = 0

la solution est donc

x1(x) = Ae™ + Be™® A B € C
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—Zone Il

%x(x) N 2m(E — V)
o0x? h2

xx)=0
on pose

o J2m(E = Vp)
h

%X (%)

KA =0

la solution est donc
Xu (%) = Cel * + De™k* | C,D €C

Réflexion, transmission, élasticité :

Avant de continuer définissons les trois coefficients
suivants : réflexion R, transmission T et d'élasticité T' de la
marche de potentiel, qui nous serviront plus tard.

Aelkx 4 Be~ikx
Ceiklx + De—ik,x

R=[7
A
T =+1—R2
, D
=l

A
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Comme on considere que la particule venant de gauche
vers la droite, et aucune particule venant de droite vers la
gauche donc D=0 d'ou

xun(x) = Cel* ,C eC

Ael®*4Be K% gj <0 ; Zone |

Cel** six >0 : Zone II

x(x) = {

Pour trouver les constantes A, B, C on utilise le fait que x
est de classe C! (x et x' sont continus)

x1(0) = xu(0) = A+B=C
X 1(x) = ikAe!™ — jkBe
X () = ik'Celk *

x'1(0) =x'u(0) = ik(A - B) = ik'C

{ A+B =C
k(A — B) = K'C
1+B—C

A A

k(1 B—k'c
( A)_ A

k(1 — 2) = K'(1+2
A-2=k@+9

k kB—k’+k’B
A A
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B k-—k
A k+ Kk
C_ 2k

A k+ Kk

Ici on peut choisir A=1 (normalisé) et on trouve ainsi les
coefficients B et C

et les coefficients R, T, T'

R_|B|_k—k'
T JAl T kK + K
e RZ__szk
B Tk + K

1

T—WW—O D=0
—A— car b =
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Telkf.\:

Ainsi la particule € d'énergie E>V, venant de gauche vers la
droite en état |ekx > touche la marche de potentiel en x=0
qui modifie 1'état de la particule en

R|eikx > + T|eikx >

Apreés la rencontre, on trouve :

—Soit |e-k* > un rebondissement avec la probabilité R?
—Soit |eik* > une traversée avec la probabilité T?

[In'y a pas de transmission total car la probabilité de
réflexion n'est pas nulle R*#0.

aE<Vy—>E-Vy<0
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—Zone |

On trouve la méme chose

x1(x) = Ae™ + Be™® A/B € C
—Zone Il

0? 2m(Vy — E
100 _2m0e=8),

on pose

e J2m(V, —E)
==t

9%x(x)

S KA =0

la solution est donc

X (%) = CeX * + De X * | C,D €C

Réflexion, transmission, élasticité :

Comme tout a heure définissons les trois coefficients
suivants : réflexion R, transmission T et d'élasticité T' de la
marche de potentiel
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{AeikX + Be Ik
Cek X + De & x
R=[3
1A
T=+1-R?
v =[]
A
La fonction i doit étre borné (comme toute fonction Psi)
donc C=0d'ou
xn(x) = Dek x ,DEC

Ael®*4+Be ¥ gj x<0 ; Zone
De**six >0; Zone II

x(x) = {

Pour trouver les constantes A, B, D on utilise le fait que x
est de classe C! (x et x' sont continus)

x1(0) =xu(0) = A+B=D

X'1(x) = ikAe™ — jkBe Ik
Xu(x) = —K'De K x

x'1(0) =x'u(0) = ik(A-B) =-k'D

{ A+B =D
ik(A — B) = —k'D



1+B-—D
A A
NER -~
! A)- %a

k(l B)— K 1+B
ik ‘kB— k'l{B
Koy = A

: . B
ik +k = (k- k)

_ik+K
T ik— Kk
B 2ik

taTk-¥

>0 »|lw

Ainsi on peut choisir A=1, et on trouve B et D.

et les coefficients R, T, T'

R_|B|_ ik + k B

Al |ik—- K|

T=0

T,_|D|_ 2ik
Al lik—- K
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il

E <V 0 =
- R e-r.k_\'

Ainsi la particule € d'énergie E<V, venant de gauche vers la
droite en état |el > touche la marche de potentiel en x=0
qui modifie I'état de la particule en

Rle-ikx >

Apres la rencontre on trouve 1'état |e-kx > (un
rebondissement) avec la probabilité |[R|*=1

Mais I'existence de terme De’¥* montre que la probabilité
de présence en Zone Il n'est pas nulle |D|?#0.

Ceci est assez bizarre et ¢a semble qu'il y a une contraction
car d'un c6té on a un rebondissement total avec une
probabilité |R|?=1 et de I'autre coté la probabilité de
présence de la particule § en zone Il n'est pas nulle !!
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Ma explication est suivante, on peut dire que la marche de
potentiel est élastique avec un coefficient d'élasticité T',
certaine particule pousse la barriere donc traversée, elle
se trouve alors dans la Zone II, puis rebondit vers la Zone I
par T', voir fig

eik_\'

E<V 0

Ainsi la particule rebondit, mais de temps en temps elle
péneétre dans la Zone II sur un tout petit distance (¢a se
voit par la fonction e*¥*) puis repart vers la Zone L.

On peut voir tout cela avec le courant de présence jx .
Ona

Uy

Cin
Jx lIJ* lIJ*,

" 2m




i oyt oy
Jx—ﬁ(ﬂlg— X

pour
Y=x
¢a donne

. ih 0y, 0x
Jx1 = om X1 % X1 c')x)

Ae™ + Be I jkAe™ —jkBe I |_
Ate k¢ 4 Brelkx  —jkA*e kX + jkB*elkx

= —ik|A|? + ikB*Ae?** —ikA*Be 2 + ik|B|?
—ik|A|?+ikA*Be~2kx — jkB*Ae?k* + ik|B|?
= —2ik|A|? + 2ik|B|?

hk hk
ot = — A2 == [BJ* = 0
m m

il y a donc un réflexion total
de méme pour jxu

Jx11 om X1 % X1 P

—k'x L'Na—k x , , , —2k’
be™ " —kDe™ "l — _i'|D[2e~2Kx 4 K'|D|2e >
D*ekx _k'D*ekx

ix,ll =0
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[In'y a pas de transmission, ¢a confirme donc ce que nous
avons dit.

5.3 UN PUITS DE POTENTIEL INFINI

Ici on va étudier le comportement d'une particule
quantique &=(m,E) dans un puits de potentiel infini,
autrement dit on a un potentiel V(x) de la forme:

V(x)= {oo si x<0 oux>a;a>0
B 0si0<x<a
V=co V=0 : V=m0

=

-1 [
‘H.._\_\_

1

-~

-~ [

g

0 a X

Cherchons les états stationnaires y d'énergie E de &.
Al'extérieur de [0,a] la fonction propre x(x) = 0
et al'intérieur de [0,a] elle vérifie I'équation

9%x(x)

P, +k%x(x) =0

avec
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Ici, il est plus pratique de prend la solution sous la forme
trigo que la forme d'exponentielle

x(x) = Acoskx + Bsinkx ,A,B € C

La continuité de x(x) en zéro x=0 impose que A=0
x(0)=0=Acos0+Bsin0=A=0

il nous reste

x(x) =Bsinkx ,B# 0 €C

et la continuité en x=a de x(x) donne
x(@)=0=Bsinka=sinka=0=>ka=nmn

comme la fonction nulle n'est pas acceptée et que sin(-kx)
= sin kx donc n ne prend que des valeurs >0

ka =nmavecn=1,2,3, ...

soit

k=—
a
d'ou

nm
x(x) = Bsin?x

Pour trouver B on utilise la normalisation



a
[ eorzax=1
0
a a nT
J Ix(x)|?dx=1 = |B|2f |sin—x|2dx= 1
0 0 a

a nm
= |B|2f sin?(—x)dx =1
0 a

on a la formule

1 —cos 20

. ze —
sin )

nm
al—cosZ;x

g
—Osm(ax)X—0 > X

1 ) 2n1'txa
—z(x o sin - 0)
([ _Znnx) 1
== x——sm —|)==a
a Jg 2
1 2
-a|B?=1=>B= |-
2 a

finalement

) = 2 nm —123
x(x) = asmax,n—,,,....

La relation
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montre k est quantifié donc I'énergie aussi, autrement dit
si on donne E une valeur quelconque on trouvera pas x, x
n'existe que pour une certaine valeur de E plus
précisément I'énergie E vaut :

nm
k=—
a
_ V2mE
T h
nmt  V2mE n’m? 2mE n?m? h?
— = = = = = —_—
a h a2 h?2 a’? 2m
n?m? K

n a’® 2m

si on pose
h2m?
E1 =
2ma?

En =n2E;
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"i.-i':DG 1Ii..ir:I:I ‘U:DG
A Ny
- e
-] .
- PN ot
I~ ~l=~E,
1 [
“LN - E,
SRR
“ .
—1 . E.-_.
7 g
~1 [—— 1
0 a x

L'énergie E, est quantifiée,

5.4 UN PUITS DE POTENTIEL FINI

Maintenant on va étudier le comportement d'une particule
quantique dans un puits de potentiel, autrement dit on a
un potentiel V(x) de la forme:

Vp six<-aoux>a;a>0,Vy >0
0si0<x<a

V(x)= {

On regarde seulement dans le cas 0 < E < Vj



=

V=0

@
NS EEERE RN
__®___
WIKEHNM;’;;;E/‘

L]

—Dans la Zone |, 1a fonction propre x(x) vérifie

9%x(x)

8x2 - ker(X) =0

avec
. J2m(V, —E)
k=———-=-
h
la solution est donc
x1(x) = AeK* + Be™X* A B €C

mais on élimine la solution Be ¥ ¥ car x<0 et la fonction

n'est pas bornée, c'es-a-dire B=0.

xi(X) = AeX X A € C
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—Dans la Zone I, elle vérifie I'équation

%X (%)
x>

+k%x(x) =0

avec

la solution est donc
xin(x) =Ccoskx +Dsinkx ,C,D € C

—Dans la Zone 1], la fonction propre x(x) vérifie

9°x(x)
x>

~K?xx) =0
la solution est donc
X (x) = Fek* + Ge X |F,G € C

mais on élimine la solution Fe¥ * car x>0 et la fonction
n'est pas bornée, c'es-a-dire F=0.

X (x) = Ge K x ,G €C
soit

x(x) = Aek X< —a
X&) =<xn(x) =Ccoskx+ Dsinkx,-a<x<a
X (X) = Ge XX x>a
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Pour trouver les coefficients A,C,D,G on utilise la continuité
de x(x) et x'(x) en x=a et x=-a

X1x) = K Aek X X< —a
X (x) ={x1(x) = —kCsinkx + kDcoskx,—a<x<a
X = -KGe¥¥x>a

xi(-a) = xu(-a) , xu(a) = xm(a)

Ae™%'2 = C cos ka — Dsinka

Ge X2 = C cos ka + Dsinka

x'1i(-a) = x'u(-a) , x'n(a) = x'm(a)
K'Ae™%'2 = kCsinka + kD cos ka
—Kk Ge ™82 = —kCsinka + kD cos ka

Ae™%'2 = C cos ka — Dsinka (1)
Ge 2 = Ccoska+ Dsinka (2)
k’Ae™% 2 = kCsinka + KD cos ka (3)

—k'Ge™% @ = —kCsinka + kD cos ka (4)
(A C-—Dtgka
G C+Dtgka
A Ctgka+D

\_E ~ —Ctgka+D

C—Dtgka  Ctgka+D

C+Dtgka  —Ctgka+D

(C - Dtg ka)(Ctg ka - D) = (C+Dtg ka)(Ctg ka+D)



C?*tgka - CD - DCtg? ka +D?*tg ka - C*tg ka -CD -DCtg? ka -
D*tgka=0

DC + DCtg”ka =0
(1+tg®ka)DC =0
—Soit D=0 = G = A d'ou solution paire

xx) = Aek x X< —a
x(x) = xu(®x) =C cos kx
Xm(x) = Ae ¥ X, x> a

Ici on peut prendre C=1, et on trouvera A = e 2 cos ka

Cherchons I'énergie associée a
(3)/(1) = k' =k tg(ka)
ona

ZmVO a2
h2

a?k? +a%k’? =
posons

X=Kka

Y=k'a

. a,/2mVj

h
X2+Y?=R?
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k'a=katg(ka)=>Y=XtgX

=
bl =

Y=XtgX

Il s'agit de trouver les intersections entre le cercle
X2 +Y? = R? avec la courbe Y = X tg X dans le ler quart

On trouve donc X, donc k donc E, on voit que k est
quantifié (un nombre fini de points d'intersection) donc E
est quantifié , mais on a pas de formule E, comme dans le
cas du puits infini.



—Soit C=0 = G = -A d'ou solution impaire

xx) = Aek X< —a
xx) = xu(x) =D siln kx
X111 (X) = —Ae_k X,X >a

[ci on peut prendre D=1, et on trouvera A = —ek 2 sinka
Cherchons I'énergie associée a x

(4)/(2) = -k' =k cotg(ka)

posons

k'a = -ka cotg(ka) = Y = -X cotg X
( v

(.
/1 3/
aIarars

AN
A

|

Y=-XcotgX

79



80

La s'agit aussi de trouver les intersections entre le cercle
X2 +Y? = R? avec la courbe Y = -X cotg X dans la ler quart.

On trouve donc X, donc k' donc E, on voit que k' est
quantifié (un nombre fini de points d'intersection) donc E
est quantifié , mais on a pas de formule E, comme dans le
cas du puits infini.

. . s
Note on peut voit que si R< — on aura seulement une seul

intersection.
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5.5 BARRIERE DE POTENTIEL ET
EFFET TUNNEL

Considérons maintenant une barriere de potentiel de
hauteur Vo >0 et de largeur a>0

0 si x<0;Zonel
V(x)= {V0>0 si 0<x<a;Zone Il
0 six>a ;Zone III

Jf‘k

T
e
X

0 a
On suppose que la particule venant de gauche vers la

droite avec une énergie E<V,

—Dans la Zone I, 1a fonction propre x(x) vérifie

9°x(x)
x>

+ kzx(x) =0



avec

la solution est donc
x1(x) = Ae’™ + Be7 ™ AB €C
—Dansla Zone Il :

9°x(x)

S KA =0

avec

k=———"—-=
h
la solution est donc
(%) = CeK* + De X% ,C,D €C

—Dans la Zone III :

%X (%)
0x?

+k%x(x) =0

avec

la solution est donc
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X (x) = Fel™ + Ge™™ F,G € C

Comme il n'y a pas de particule venant de droite vers la
gauche on a G=0

xm (x) = Fel®™ |F € C

La continuité en x=0 et en x=a de x et ' donne
X1(X) = Ael* + Be I ; y (x) = CeK ¥ + De X
X (%) = ikAe* — ikBe™** ; x|, (x) = k' Cek ¥ — k' De X X
xu(x) = Cek ¥ + De ¥ 5y (x) = Fel®

Xy (%) = K Cek* — k' De X % ; yyp (%) = ikFelx
A+B=C+D

ik(A—B) =k (C—D)

Cek'@ + De~k @ = Felka

k'(Cek'@ —De™*2) = ikFelka

Calculons Aet B

{ A+B=CI+D,
ikA—ikB=kC—kD
C+D 1 , )
A_k’C—k’D _ikl_—ikc—ikD—kC+kD
B 1 1| B —ik — ik
ik —ik




A\ (ik + k)C + (ik — k )D
- 2ik
2ikA = (ik + k)C+ (ik—k)D

1 C+D S
g lik Kc—k'pl_—kC—ikD+kC—kD
R —ik — ik
ik —ik|
B_ikC+ikD—k'C+k'D
- 2ik

2ikB = (ik —k )C + (ik + k)D
Cherchons maintenant C et D

{ ekaC + ek ap = Felka
K'ekaC — K ek ap = jkFelka

Feika e—k,a , . ’ . ,
C ikFeika _k’e—k a —k Felka—k a _ jkFeika—k a
- ek’a e—k’a - _Zk'

k'eka —k'eka

2k'C = (k' + ik)Felka -k a
ek’a Feika

k'ek 2 jkFelka
ek'a e—k'a

k'eka —keka

_k’ Feika +k'a + ikFeika +k'a

D=
-2k

2k'D = (k' — ik)Felka+k a

remplacons maintenant C,D dans A et B
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2ikA = (ik + k)C+ (ik—k)D
4ikk'A = (ik+ k)2k'C + (ik —k)2k'D

4ikk' A = (ik + k) (k' + ik)Fel @~k 2 4 (ik — k') (k'
_ ik)Feika +k'a

4ikk'e 12 A = [(K + ik)%e ¥ 2 — (k' — ik)2eX 2]F
de méme pour B

2ikB = (ik —k )C + (ik + k)D

4ikk'B = (ik —k )2k C+ (ik+ k )2k D

4ikk'B = (ik — k)(k +ik)Fe 2 + (ik + k') (k'
_ ik)Feika +k'a

4ikk'B = —(K — ik)(k + ik)Fel@ K2 4 (k' + ik) (K’
_ ik)Feika +k'a

finalement

4ikk'e %@ B = (k'2 + k?)(ek @ — e ™K 2)F

4ikk' e C = 2ik(k’ + ik)Fe X 2

4ikk e=*a D = 2ik(k’ — ik)FeX 2

4ikk'e7*a A = [(K +ik)2e™% 2 — (k' — ik)%ek 2]F
posons

u=(k +ik)Ze ¥ — (k' —ik)Zek 2
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1, , .
=E(k2+k2)(eka_e—k a)
1 , :
= GZik(k + ik)e7k 2

1 , '
= GZik(k —ik)ek 2

>l o0 W

1
= —4jkk e™@
u
Le coefficient de réflexion R = El

Le coefficient de transmission T = V1 — R% n'est pas nul
doncil y a un effet qu'on appelle effet de tunnel, la
particule traverse la barriere de potentiel !!

. |F
voyons si T:|X| , et la valeur exacte de T?, pour ¢a

commencons par l'expression

4ikk e 12 A = [(K + ik)%e ¥ 2 — (k' — ik)2eX 2]F
(k' +ik)2 = k2 — k% + 2KkK i

(K +ik)%e* 2 = (k2 — k2)(e™% @) + 2Kk ie X 2

(k' —ik)? = k'2 — k? — 2KKi

—(k' —ik)%ek @ = —(k'2 — k2)ek @ + 2kkiek @
A, , : : o
T 4ikk ek = (k2 —k'?)(ek? — ek ) + 2kk'i(ek 2

+ ek )



A . 1 ek'a _ e—k'a ek'a + e—k’a
ia—ika — i k2 _ k'Z +i
F'e 7KK )/ T

A . 1 ! i ’ . ’
Eie_‘ka = (k? — k ?)sinhifk a) + icoshiitk a)

Ajeita Z L(k_K inhifk a) + icoshiigk’
Gle =5\ "% /s itk a) + icoshifk a)

AP Lk KN hZigk'a) + cosh?i{k

7l =2l ) s itk a) + cosh“itk a)

AP 1(/k K\ :

- ==—(——— : Z(k a) i h 2

F 2 (k k) sinh + 1 + sinhitk a)

AF_(L(k k’2+1 inh?(k'a) + 1

F = 4 kr K Sin a

k V2mE h B E

K h 2m(Vy — E) Vo —E

kK J2m(Vo-E) h |V —E

k h 2mE E
k kK\° E LYo F 2_4}32+v02—4v013
kK k) V,—-E E ~ E(V,—E)

T

1<k k’>2 _ 4E? + V} — 4V,E + 4EV, — 4E?
K k B

4\k 4E(V, — E)
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Lk KNV

4\k' Kk " 4E(V, — E)

Al '/ ,

—| =(——)sinh%(k 1
‘F (413(v0—13)>5”1 (ka) +

1

e[
= |— — 2
A 1+( V2

m) sinh? (k’ a)

Remarque qu'on a bien R + T2 =1

B , : :
|u|2 |K| — (k 2 + kZ)Z(ek a _ e—k a)z

2
lul? |E| = 16k’k 2
A

|u|2<

B 2 F 2 ’ ! !
i <|z| +[a ) = 4(K? + K2)2sinh?(K a) + 16K°K 2

B

2
’ ! ! 2 ’
A ) = (k2 +k?)?(ek2a—e*?) + 16k%k 2

A

on déja calculé u

u=(k?- krz)(ek'a - e_k,a) + 2Kk’ (ek,a + e_k'a)i
u = 2(k? — k'2)sinhik a) + 4kk coshifk a)i

lul? = 4(k% — k'2)2sinhZitk a) + 16k2k 2cosh?i{k a)

lul? = 4(k? — k'2)2sinh%ik a) + 16k2k 2(1 + sinh?(k a))
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lul? = [4(k? — k %)% + 16k?k ?]sinh?{k a) + 16k?k 2
lul? = [4[(k? — k'?)? + 4k?k ?]]sinh%ik a) + 16k?k 2
lul? = [4[(k* + k%) + 2k?k ?]]sinh%{k a) + 16k?k 2
lul?2 = 4(k? 4 k'2)sinh?ifk a) + 16k%k 2

d'ou

B
B

‘ B
A

O To® @

W

IE,'LI.-:R:: 0
> T | ek >
R I El—i.I.{R = lﬁ

Ainsi la particule € d'énergie E<V, venant de gauche vers la
droite en état |eikx > touche la barriéere de potentiel en x=0
qui modifie 1'état de la particule en
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R|e-ikx > + T|eikx >
Apres la rencontre, on trouve :

—Soit |e-kx > un rebondissement avec la probabilité R?
—Soit |ek* > une traversée avec la probabilité T?

En physique classique la particule ne traverse pas la
barriere de potentiel quand E<V), I'effet tunnel est
typiquement un effet quantique.

Remarque sur le coefficient T

Soit £ une particule venant de gauche (x=-) vers la droite
(x=+00) en état incidence A|eik> puis (aprés avoir touché
la barriere de potentiel) en état de rebondissement B|e-ikx>
et de transmission C|ek<>, la définition de Rest:

R=[3
1A
Il y a deux facons "logique” de définir T.

I) Comme R? représente la probabilité de réflexion, on
définit T par

T=v1-R2
pour avoir la relation R?+T?=1
T? représente la probabilité de transmission.

Etla question se pose : est ce qu'on a:
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T—|C
A

Eh bien non pas toujours !!
II) Ou bien on définit T par
-
A
comme R (logiquement) .
Et alors la question se pose : est ce qu'on a:
T?+R?*=177?

Eh bien non, pas toujours !! dans ce cas il faut donc
"bricoler" T pour avoir T?+R?=1

il faut définir
Tl
avec un a tel que R*+T?=1
ce qui n'est pas tres logique avec la définition
R=[3
1A

Finalement il faut choisir 1'une de ces deux définitions, on
a choisi la premiére définition

T=v1—-R?
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5.6 OSCILLATEUR HARMONIQUE

Le potentiel qu'on va étudier est:

1
V(x) = Emoozx2 ,w = pulsation de l'oscillateur

et I'hamiltonien vaut

A= e
“om 27

L'équation propre est donc
Hlx> =Elx>

On cherche donc pour quelle valeur de Eonauny.llya
deux méthodes de s'en sortir algébrique ou analytique, on
va d'aborde utiliser la méthode d'algébrique.

Méthode algébrique

L'idée de cette méthode est de trouver un opérateur N qui
commute avec H, donc il a les méme valeurs propres et
vecteurs propres que H, si on trouve les valeurs propres
de N on trouve les énergie E puisque ce sont les méme.

On va donc "bricoler” un peu H

ﬁ_hw mo, 1 52
_Z(h hw )
R mo .
i= [—



1
V= P

mhw
~ h
i =2 (@2 +92)

2
(4, 9] [mcoX 1 ﬁ] mo 1
4,9] = ’— ,——P| = /—

h Vmhw h mhw

[4,9] == il

(@ —i9) (0 +i9) = 02 + 100 — 100 + 92
=i +i0) = 6% — 1 + 92
Attention !! il faut respecter l'ordre !!!

Opérateur création et annihilation

posons
a=—{O+1iv
V2
1
at _ RPN
Al=—{O-iv
2( )
ata=N

oo 1.
MH=FM
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~ ho w1 —

H =7(u +9%) = hm(a*a+§) = h(o(N+—)
Quelques relations

(@ +i9) (0 — i9) = 02 — i0¢ + 100 + 02

(@ + 19)(@ — 19) = 62 — i[Q, 9] + 2

[N,a] = [af,a]a= -2
[N,af] = [ata,af] = ataaf — afata = af(aaf —afa)
= at[a,a]

Les valeurs propres de N
Nlp>=plp> ,ueR

Théoréme 1 : Les valeurs propres p de N sont positives ou
nulles.
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Démonstration
|1a]p>1? = <plata|p> = <p|N |u>=p<p|p>=p || [u> ||
ceci montre que u=0 et ( a|p>=0 & p=0)

Théoréme 2 : 4|u> est un vecteur propre de N avec la
valeur propre (u-1) ou bien le vecteur nul.

Démonstration

>Na=aN-2a

>

[N,a] =Na—aN = -
N(a|p>)=(Na)|u>=(aN-a) |p>=(aN)|u>-a|pu>
= a(N|pu>)-a|p>=n a|p>-a|p>=(p-1) >

¢a signifie que a|p> est un vecteur propre de N avec la
valeur propre (p-1) ou a|u> est simplement le vecteur nul.

Théoréme 3 : 4 |p> est un vecteur propre de N avecla
valeur propre (u+1) etil est non nul.

Démonstration

[N, é*] = Nat —afN = at = Nat = afN + at
N(é*|u>)=(ﬂé*)|u>=(ﬁ*ﬁ + é*)|u>=(§TN)|u>+ﬁT|u>
= at(N|p>)+af|p>=p af ju>+at|u>=(p+1) af|u>
N(@tp>) = (u+1) af|p>

ca signifie que af|u> est un vecteur propre de N avec la
valeur propre (n+1).
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Et af|p> ne peut pas étre le vecteur nul en effet sa norme
est strictement positif

|1af|p>|[2=<p|aat jp>=<p|N+1|p> =(p+ 1) <plp>
18T > = (ut+ 1) <p|p>=(p+1)[|[1>]]* >0 car u=0

Théoréme 4 : Les valeurs propres de N sont des entiers
n=0,1,2,3, ...

Démonstration

Soient p une valeur propre de N et |p> le vecteur propre
associé .

Appliquer a sur |p> plusieurs fois ... on forme ainsi une
suite décroissante y, (pu-1), (u-2), (u-3), .... de valeurs
propres de N, puisque les valeurs propres de N sont
positives donc la suite va s'arréter un jour !!

Soit donc v la plus petite valeur propre et |v> le vecteur
propre associé,ona:

a|v > = 0 sinon (v-1) sera une valeur propre de N ce n'est
pas possible car v est la plus petite.

d'autre part on a
1alv>[[>=v [||v>]]* (th1)

tout cela implique que v=0 c'est-a-dire on a démarré avec
un p entier, puisqu'on descend d'un pas de 1 autrement dit
p=n€N est un entier.

Nous avions



~ ~ 1
H=hw (N + —)
2
Les valeurs propres de N sont n=0,1,2,3,....

donc les valeurs propres de H sont
1
E, = (n + 5) hw ;avecn =0,1,2,3, ...
états propres
L'état fondamentale : n=0, |0> on notera [xo>, Eg = hTm

ﬁ|X0> =0

1
— (0+i%)|xo>=0

V2

mo _,
(%

\/— >|Xo>=0

en se placant dans la base {|x>}xer ¢a donne

vV 1

<\r/nﬁwx+ — i(—in) )xo(x)—O
maw d

(G + e =0

la solution est

maw

Xo(X) = Ae” 2"

97
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pour trouver A on passe a la normalisation

rappel

e —aXZ T
e dx= [—
o a
mw_»
2

i i
Yo%, 1) = xo(x)e 2™ = Ae” zn e A

Etona
+o0 +00
J [Wo(x, t)|? dx =J Ixo(x)|?2dx =1

+oo mw_; +oo mw_; mth
f |Ae” 2° % |2 dx = A? f e n X dx=A? | —
—o o mw

2 mow_1
N =12 A= ()

( ) (moo)z _HZI_;:)XZ
X)=|—) e

Xo A

On constate que le niveau fondamental est non dégénéré

(une valeur propre pour un vecteur propre : Eo pour un xo)

on va montrer par récurrence sur n que les énergies sont
non dégénérés.

Supposons que le niveau n est non dégénéré, il s'agit de
montrer que le niveau (n+1) est encore non dégénéré.
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Soit donc |@> le vecteur propre correspondant a la valeur
propre n. Soit |x> un vecteur propre de N avec la valeur
propre (n+1)

Nlx>=m+Dx>

On sait que a|x> est un vecteur propre de N avec la valeur
propre n, comme par HC le niveau n est non dégénéré, ca
signifie que les vecteurs a|x> et |¢@> sont colinéaires donc

alx> = ale >
ataly> = af aje >
Nlx> = a at|e >

(n+ D> =« af|e >

Ix > a at|e >
= a
X n @

+1

ce qui prouve que |x> est unique pour la valeur propre
(n+1) donc le niveau (n+1) n'est pas dégénéré.

Quand on applique 4 a |n> on passe de l'énergie

(n+3)nwa (n-1+3)n0 = (n+5)ho—n
n+2 wa|n-— +2 w = n+2 w— nw

on annihile un quantum Aw c'est pourquoi a s'appelle
opérateur annilation

De méme quand on applique a 4 |n> on passe de I'énergie

1 1 1
<n+§)hmé <n+1+§)hw=(n+5>hw+hw
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on crée un quantum Aw c'est pourquoi a s'appelle
opérateur création.

Supposons maintenant que tous les vecteurs propres |n>
sont normés. Et on sait que a|n> est le vecteur propre de
N avec la valeur propre (n+1), ¢a signifie que

a'|n>=a|n+1> , on peut toujours supposer o>0
1afn> || =a|| n+1> || =
or

|| at|n> || = <n|aat|n> = <n|N+1|n> = (n+1)<n|n> =
=(n+1) || |n>|]? =n+1

13T In> || =vn+ 1
d'ou

a=vn+1

soit

afln>=vn+1 |n+1>

On peut obtenir I'état |n> a partir de I'état fondamental
|0> en appliquant at, en effet on a:

afln>=vn+1 |n+1>

1 ~
|n+1> =ﬁ a-l_ln >
1 4

|1> = 10 >

— 4a
VO+1
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1
S gt st 5t
2> = 2 a1 >=s =atafjo >
1 1 1
Sl oatpso_l L 1 aiatat
3> == 2> a2 410>
1 1 1 1
__ L gt Fat gt
4> = 55 A3 > = v o 41 4T AT AT >

1 A

In>=—=@h" 0>

et la fonction Psi correspondant

n>=—= @"" |0>

In> = 2= (55 (@ — i9)" |0>

<x|n> = — (= (@ — i%)" <x|0>
Vol W2

1 1 . PN
<Xln> = 75 (5 (@ = 1)) <x|xp>

n
1 1 .01 . d
X0 = 7 (B x = i (Ci ) ()

Nvm
1 mw h d
Xn(X)= Val2n < ’TX_ ’E&) XO(X)

or
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d'ou

Xn(X) = ' Zn T[fl ’ ’m_u)dx )

Changement de variable x en y, autrement dit on pose :

mw
y=|5X

h
d dyd ,wd
dx dxdy h dy
1
1 mawyz d\" _v*

On peut récrire xa(y) en utilisant la formule

dy, N L g
(—d—) ®) = (1" ez dy( (y))

avec
y2
f(y)=e 2
d'ou
1 Moz Zdn y2 _y?
Xa®) = == (T =) (~D" e (e‘?e‘?)
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1 moo% _v?
) === () 72 h®

avec Hn(y) polyndme d'Hermite

(e™)

et si on repasse en variable x, ca donne

1
1 mmw\z _Mo 2 mw
006 =g () 5 ()

Xn (%)
1

B \/11'17 (%)Z e%é (-1)n ($>—% dd:n (e_%xz )

Méthode analytique

dl’l
n

Ha() = (=D & —

L'équation stationnaire est

h? d? LIPS W
2mdxZ T2 X)X = EX
ou encore

d?2  miw? ) 2mE
o T XXtz =0

on pose
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) 2B,
@) (y)+(%—y Jo(y) =0

Changement d'inconnu ¢ en H.

2
y
@(y) = cH(y)e 2,0l c = constante

2 2

P S i
@ =cHe 2 —cyHe 2
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2 2 2 y?2 2
" " Y r A vy e T 2 _y
@ =cH'e 2 —cyHe 2 —cHe 2 —cyH + cy“He 2

y2 y2 y2 2 yz
cH"e"2 —cyH'e" 2 —cHe 2 —cyH e 2 + cy’He 2
v e He s e = 0
c—He 2 —cy®He 2 =
hw y

" i 2E
H' = 2yH + =~ DH =0

Si on pose
<2E 1) _5
hw —on

L'équation devient
H' —2yH 4+2nH =0
On a la solution

2 dn 2
Ho(y) = (D" e o= (e™")

d'ou
2

©n (Y) = Can(Y)e—y7

et
maow
Xn(X) = @, < TX)

Pour trouver la constante c, on utilise la normalisation
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+oo
f 9 2dx = 1

+eo +eo mo mo
f WNM=f AHE([So e dx

_ [mw
Y=J7 %

+o0
_ 2 /MWy 2
| dmwe (52) oy
or
oo
J e X H? dx = +/mn! 2"

d'ou
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6 MOMENT CINETIQUE

6.1 RELATION DE COMMUTATION

Soit | un vecteur observable (vecteur matrice), on dit que ]
vérifie la relation de commutation si

[ ly] = iR},
[y, 1] = i,
[1..3<] = i,
c'est-a-dire
AT =ih]

On pose alors

ca montre que J?,], sont simultanément diagonalisables,,
autrement dit il existe une base de vecteurs propres
communs {|u>} telle que

72|u> = ah?|u>

J,lu>=bhalu>



Théoréme : Les valeurs propres de j2 et J, sontde la
forme :

22 . s N . . .

J"|lu> =j(j+1)A®%|lu> ; ouj est un entier, ou demi-entier

J,lu>=mA|u>; ol m est un entier, ou demi-entier
0,1,2,3,... entier

. ou

J=Y1357 demi ;

-,=,=,=,.. demi— entier

2°2°2°2

—Si j est entier alors m est entier

—Si j est demi-entier alors m est demi-entier

et m prend les valeurs suivantes

m=j,j-1,j-2, .., -

Note j = 0 car la norme de ||i2|u > ||=0

Démonstration :

Montrons d'abord : -j <m < j

Introduisons les opérateurs suivants:

Les propriétés de T+, T_ :

ajl =77t =7,

108
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) j—j+ = (ix - ljy)(jx + ljy)

= TXTX + ijxjy - ijij - izjyiy

T+T— = (jx + ljy)(jx - ITy)

= TXTX - iTxTy + ijyix - izjyjy

~ 2 ~ 2 a
= +]y + R,

o =1 -1, + ni,

c) Calculons maintenant la norme de |[j,|u > ||?

Le bra du ket J, |u > est
/\-l- _ ~
<ulfy =<ul]-

Tlu> 112 =< ulj_Jiju>

[i+]u> 112 =< ulf* =3, — Af,Ju >

=j(+1)A% - m*h* - mA® = j(j+1)h* - m(m+1)A?

109
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Comme la norme est positive ou nulle on a:
-m?-m +j(j+1) =0

I'équation (m=inconu, j=donné)

-m?-m +j(j+1) =0

posséde 2 racines

m=j

ou

m = -j-1

¥

-m?-m+j(j+1) = 0 = -j-1 < m < j (I'extérieur des racines
c'est le signe de a (sig(a) =-, am*+bm+c)



de méme

Le bra du ket J_|u > est

<ulft = <u|j;

T-u> 117 =< uljj-lu >

F-lu> 112 =< uli’ =1, + A, Ju>
=j(j+1)h?* - m*A% + mh? = j(j+1)h* - m(m-1)A?
Comme la norme est positive ou nulle on a:
-m?+m+j(j+1) =0

I'équation (m=inconnu, j=donné)
-m?+m+j(j+1) =0

posséde 2 racines

m=-j

ou

m =j+1

111
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Démonstration :

m=j,j-1,j-2, ..., -

ona:

(2741 = 1.0k +ily) = Ox + 1)1
234 = TJi + 0.0y — 0z + iyJ.)
U204l = U2 0x] + 00,0y ]

¥

112



113

[2]+] = ih]y +i(=ihj,)

(2741 = ]+

de méme pour

[27-1 =120 = 11y) = (O = 11y )12
[2.7-] = ToJx = iTJy = (Ol = 11yJ2)
[i2.3-] = [ 3] — i3y

[§,J-] = irj, + iR

[J..J-] = -AJ-

Calculons J,j, , et J,j_

Jbe = [ 0e] + 743,

JoJs = A + 140,

Jiu>= (A +740,)[u >
JoJ4lu>= (Afy + mAfy)[u >
JJilu>=m+ Daj|u>

Autrement dit avec ], on passe de la valeur propre m de J,
a(m+1)dej,.

mEm+ DS m+2) S m+3) 5.

Les valeurs propre de J, est du type a+1
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Comme m < jd'ou 3IKeN tel que
m+k=j

en effet, lorsqu'on ajoute des entiers (1+1+1+..) a un
certain moment on dépasse le nombre j fixé , donc

si m+k > j mais ce n'est pas possible car m+k est de la
forme a+1 et c'est une valeur propre de J, donc a+1<j

finalement on a bien

m+k=j

On fait la méme chose avec J,j_

JJ- = [ +1-0,

JJ- = —h_+]],

1 Ju>= (=h_+1,)fu >

Tzi—lu >= (—hi_ + mhf_)|u >

Tzf_|u >=(m— 1)hA]_|u >
AutrementAdit avec J_ on passe de la valeur propre m de J,
a(m-1) de], .
mi—_>(m—1)j—_>(m—2)i—_>(m—3)i—_>...
Comme -j < m d'ou 3k'EN tel que

m-k'=-j
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finalement

m+k=j }:>j_k+k'
yor 2

k=2t pair, k'=2t' pair = j=entier

k=2t pair, k'=2t'+1 impair = j= demi-entier
k=2t+1 impair, k'=2t' pair = j=demi-entier
k=2t+1 impair, k'=2t'+1 impair = j= entier
j est donc entier ou demi-entier .

Ona:

m+k=j = m=j-k ;aveckentier

donc

—si j est entier = m entier

.. . . . 2s+1 . . .
—si j est demi-entier j=——,mestaussi demi-entier en
effet

2s+1 2u+1
= —k:
2 2

Pour un j donné, on a:

- Sm<j

ca montre que le nombre de valeurs propres de |, (le
spectre deJ,) est fini, renommez les valeurs propres de J,
et ordonnez en ordre croissant:
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di, d2, A3, w.., dn

etona

as1=aj+louai.i=a-1

deux valeurs propres consécutives different de 1

o sia, <jonaura (ap+1) comme une valeur propre de |,
ce n'est pas possible car a, est la plus grande, donc a,=j

% si-j <a; onaura (a;-1) comme une valeur propre de J,
ce n'est pas possible car a; est la plus petite, donc a;=-j

on a donc ainsi

m =j, (j-1), (-2), (-3), -

Sijestentier, il y ajtermes entre 1 et j, par symétrieily a
aussi j termes entre -1 et -j et le zéro 0 donc en tout il y a
2j+1 termes pour m

5J 4; 3J 2J 1J OJ _11 _21 _31 -4I _5

. C 1 25+l . 1
Sij est demi-entier j=st+s = 52 ,il y a (s+1) termes entre >

: e : 1.
etj, par symétrie il y a aussi (s+1) termes entre - et

doncil y a 2(s+1) termes pour m.

Or

. 1
j=s+,
2

-

j+1:(s+1)+%



2(j+1)=2(s+1)+1,
2j+1=2(s+1)
donc en tout il y a 2j+1 termes pour m

31 1 3 5

22727272

6.2 CAS PARTICULIER LE MOMENT
CINETIQUE ORBITAL L

Le moment cinétique orbital L d'une particule en R
d'impulsion P est défini par

L=RAP

el
I

on an _ 0 0 .
« = YP, — 7P, = —1h(y£— za—y)l

L, = 2B, — X, = —ih(z o — x )i
y = 2B = Xb, = —ih(z 50 = x50
L %P TP = —ihx— v i

un simple calcul donne
LaL=inl
donc L est un moment cinétique, et on a:

~2 . . . .
L"lu> =1(1+1)A%*|u> ; oul est un entier, ou demi-entier

117
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L,|u> = m#A|u> ; ol m est un entier, ou demi-entier

En fait pour le moment cinétique orbitale L, m est un
entier donc | est aussi un entier.

1=0,1,2,3, ... ; le nombre quantique orbital
m=11-1,1-2, .., -1 ;le nombre quantique magnétique
Démonstration :

L,lu> = malu>
On se place dans la base {|x>}«er, la x-représentation

<r|u> =u(r) =u(xy,z)

- d
L >=—ih—
<x|L, > lhaz

on va passer en coordonnées sphériques (x,z,y)—(r,0,¢) la
fonction u(x,y,z) devient u(r,0,¢) et on montre qu'on peut
séparer la variable r et (0,¢) autrement dit on a

u(r,8,¢) = R(r) Y(8,0)

~ .0
<x|L, >= —lh%

L,lu> = mhalu>

<x|L,|u> = ma<x|u>

_hau_ "
i a(p—m u
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o _
a(p—lm

Y(6, ) = e™?g(6)
comme

Y(6, 0+ 2m) =Y(6, p)
elm (P+2Mg(9) = ™ g(8)
eime+2mmi _ oime

e?™mi — 1= m=entier

donc est entier aussi



120

7 L'ATOME D'HYDROGENE

Voyons d'abord le spectre de la lumiere

Ultraviolet  Violet Bleu Vert Ja Orange Rouge Infrarouge
400-455nm  455-492nm  492-577 nm 577-507nm  597-620 nm 620-700 nm

- S B

400 500 600 700 h

L'atome d'hydrogéne est 1'atome le plus simple, il
comporte un proton (le noyau) et un électron. L'électron
bouge autour du proton (on ne sait pas comment
I'électron bouge, mais on sait qu'il bouge !)

Lorsqu'on excite I'atome d'hydrogéne il rayonne (onde
électromagnétique=lumiére) donnant 4 raies visibles de
longueurs d'onde bien précises (en A=10-10m) :

A«=6563 (rouge), Ag=4861(bleue), A,=4340 (indigo),
As=4102 (violette) .

La question se pose naturellement :
- Pourquoi 4 raies pas 5, 6,7, ...7
- Et pourquoi précisément ces longueurs d'onde ?7?

En 1885, Balmer établit une formule empirique donnant
les différentes longueurs d'onde du spectre de I'atome
d'hydrogéne a partir des valeurs expérimentales des raies
connues.
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1—R<1 1) = 3,4,5,6
- A nz yn_ )y x,J,

1 mq*

Ry=— ——
A7 (4mey)? 4mhic

est la constante de Rydberg.

0ev Etat
excité

B 4201 violette

5 4340 indigo

4 4861 bleue

3 6563 rouge
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En 1908, elle fiit généralisée par Ritz, cette formule, elle
aussi empirique, donc aucune démonstration, aucune
explication logique ....

1 1 1
K =R, (F — E) ,k=1,2,3,45 et k<n

Puis en 1913 Bohr donne une démonstration de cette
formule, mais malheureusement certaine de ses
hypothéses est fausse donc ce n'est pas une
démonstration mais simplement un stratagéme qui
permet de retrouver la formule!!

Une des grandes succes de la physique quantique c'est
qu'elle permet de démontrer justement la formule de
Ritz!!

Ce n'est pas simple, c'est vraie mais c'est une
démonstration !!

7.1 EQUATION PROPRE D'HYDROGENE

Dans ce chapitre nous avons fixé la base de coordonnée
{Ix>}xer une fois pour tout, autrement dit on travaille dans
l'espace L%(R3), et r = ||F||
L'électron de I'hydrogéne subit un potentiel

2

q
4meyr

V(r) = —

d'ou l'équation propre donne



hZ
<— ﬂA + V(r)> U(xy,z) = EY(xy,2)

On va passer en coordonnées sphériques,

y = r sinB sing

{x = r sin® cosy
z =r sinB

r=0, 0<0<m, 0<p<Zm

A

M (x.v.2)

U (xy,z) = Y(r,6,9)

et A vaut donc:

A_162 +1 62+1 a+ 1 0°
=T T2 Gor T ige 30 T sinZe 992

2 20 1 092 1 0 1
A=— 4 ——

oz Tror T2 Goz T igeae T sinZe g2

123
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2 _p2 62+1 o 1 0*
B (692 tgb a0 sinz(f)a(pz)

2 20 1 12
A=—+————(ﬁ)

He= n2 02 n?2 o s 12 oy
B 2mor? mrdr 2mr? (r)
hZ 62 le 9 LZ v .
" 2mar? mror  2mr2 + V(@) (. 6,¢)
= E(r, 6, @)

Comme H commute avec L, on peut séparer les variables r
avec (6,¢) on cherche donc les solutions de la forme

V(r,8,0) =R(r) Y(6,¢)

En remplacant dans 1'équation précédente ca donne

he o ﬁ26+ L + V(r) |RY = ERY
2madr? mrdr 2mr? r B

or

L2Y =1(1+1)h%Y
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h2 92 h? 0 LR L O,
2madr?2 mror 2mr2 r B

) Recherche de R(r) ler méthode

a o) Premier changement de fonction : R(r)—u(r) en
posant

u(r) =r R(r)
d’u  /2m I3+1)\
Fﬁ-(ﬁ(E—V(I‘))— 2 )u—O

c'est I'équation radiale d'hydrogéne elle n'est pas de la
forme:

0%u 5

— +k‘u=0

0x

R 1 o, X ) . )
a cause du terme — mMais 'est une équation qu'on sait

résoudre !! c'est compliqué mais on sait le faire.

d’u  (2mE 2m q* 10+1)) 0
dr? h2 K% 4mgpr rz 4T

C'estici que la valeur de E intervient, on veut étudier les
cas liés c'est-a-dire E < 0 et pour alléger I'écriture, on
pose donc

mq?

A="2E a50),B=
- ( )  4megh? '

C=11+1)



a 3) On va faire un changement de variable : r—p

hZ
= Amgy ——
do TE qu
ao = rayon de Bohr

_ 2 123
p—nao,n— 2,3 ...

du dudp 2 du
dr  dpdr naydp
d’u 2 2 d%u
dr?  nagnag dp?

d'ot
d2u+< Bna, C) 0
dp® 2p  p?
(et - Shu=o
— j— —_— —]lu=
dp® p p?
avec

nag)?A
_ (mag?A_

4
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Voyons la forme de u, pour ¢a on regarde quand p—+oo et

quand p—0

op—>+o0
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d?u
m—au=0

la solution

u=aeV 4 Be_ﬁp

la solution, aeVe est rejetée car la fonction Psi doit étre
normalisable, donc on ne garde que

u= Be—w/ﬁp

ap-0

d?u N ( n I+ 1)) 0
— —d —_—— =
dp? o p? /"

1 : :
— va beaucoup plus vite que les autres donc il est
P

dominant, I'équation devient

d?u 10+1)

dp? 2

On voit que u=ap™! est une solution, en effet
u' =a(l+1)p!

u" = al(l+1)pH

d'ou

u" -al(l+1)pt=0

+1 -

1+1
u" -al(l1+1)p!t z— 0
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w1041
i
p

ay) Deuxieme de changement de fonction : u(p)—=x(p), on
va changer de fonction en posant

u(p) = Ce Ve pltly(p)

ou C est la constante de la normalisation, mais pour
l'instant on peut l'ignorer car elle n'intervient pas dans les
calculs, on pose donc

u(p) = e™*"p!*x(p)

dérivons tout ¢a ....

u = —va e Varpltly + (1+ 1)e Vapply + e Varpl+ly/

u' = —Va (—vVa e V@ rphtiy + (1 + 1)eVerply
+eVarpltly)

+(1 + 1) (—va e Varply + le~Varp!=ly + e~Varply")

+(—Va e VaPpltly’ 4 (1 4 1)e~Varply! 4 e=Varpl+lym

d'ou

(a ev@rpltiy — (1 + 1)VaeVerply — vaeVarpitiy')

+(=(1+ DvVa e_‘/‘;pplx +1(1+ 1)e_\/‘zpp1_1x
+ (1+ DeVarply

H(—va e Ve ity 4 (14 1)e™VaPply! + emVappltlymn
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—aeVap pltly

+ne~Var p'x

—1(1+ 1)eVerpl=ly =0

apres un longe calcul ....

px + (20 + 1) —2vap)x + (-2 + DVa+n)x=0
On voit que si on prend

2Va =1

on aura

pX +QI+14+1-px +(n=1-1x=0
c'est-a-dire

x(P) = L34 (p)

et

u(p) = e~ 2 pHILHL, (p)
d'autre part

u(r) =r R(r)

u(p) =p R(p) @ (p c'est p(r))

_P
pR(p) = e 2 p"* 1121 (p)
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_P
R(p) =2 p' L, (p)
(MRemarque : Siremplagant p par r dans
_P
u(p) =™ 2 p""'LEHL ()
¢a donne
r
@) = ¢ I @
et d'autre part
u(r) =r R(r)

r
rR(r) = e" 2 r'*1L2HL (1) = erreurici

W(r(®) = e 2 1)L, (r(p))
u(r(p)) # u(r) = rR(r)

en fait ce sont des abuses des écritures : u(r(p)) on écrit

u(r) ...

Finalement, avec le parameétre p
_P

R(p) = e 2 p' LAHL, (p)

ou avec le parametre r

_r s2ry! 2r
R(r) =e Mo (n—ao) LiAL (—>

nag
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il faut encore ajouter la constante C de la normalisation
donc:

—Soit on utilise le paramétre p alors la fonction radiale
vaut:

_P
R(p) =Ce 2 p' L2HL, (p)

n—l—

—Soit on utilise le paramétre r alors la fonction radiale
vaut:

I
R(r) =¢C e_“rTO (ﬁ) L2141 (ﬁ>
na,/ "!\na,

il est important de bien noté que la partie radiale, c'est-a-
dire la fonction radiale de I'atome d'hydrogene possede
des expressions différentes suivant qu'on utilise la
parameétre pour:

_p
R(p) =ce z p' LA%L (p)
__r /2r ! 2r
R(I‘) =Ce Nao (n—ao> L%lljll_l (—>

nag
Remarque
Onan=1,2,3, ...

et le polyndme de Laguerre L21] | (x) est de degré
d=n-1-1>0

donc



132

I<n-1

donc pour une valeur n donnée, 1 varie:1=0,1,2,3, ..., (n-1)

7.2 FORMULE DE RITZ

rappelle on a:
2Va=1>4a=1

(nap)?A
a=-—-

4
A= 1 2mE
" (nag)? A2
hZ hZ m2q4
E=- 2 o2 254
2(nag)“m 2n“m (4mey)“h
1 mq*1
E, = d

~ (4neg)? 2h2 n?

Pour trouver la formule de Ritz on utilise la relation E=hv
Le rayonnement de fréquence v est donné par

hv = E, - Ex

d'ou

1 mq* 1 1
Vin " (4mgy)? 4mh3 kZ  n?
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c 1 mg* 1 1

A - (41ey)? 4mh3 (kz nz)
11 mgt 1 1
Aen  (4mgg)? 41'tfl3c(k2 nz)

en posant
_ 1 mq*
A7 (4meg)? 4mhidc
on retrouve la formule de Ritz
1 _R 1 1
Application numérique :

k=2, — = 3646
R

A

n2

A, = 3646

) avecn = 3,4,5,6

on retrouve ces 4 longueurs d'onde Aq, Ag, Ay, As .

I1) Recherche de R(r) 2éme méthode

La partie () est la méme on commence donc par
I'équation
2

du+( A+B C) =0
dr? r r? u=

avec
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2mE 2maq?

-A=——(A>0,B=—F7,C=1(1+1),E<O0
( ) 41teyh? I+1

a () Deuxieme de changement de fonction : u(r)-yx(r)

Voyons la forme de u, pour ¢a on regarde quand r—+oo et
quand r—0

ar—->+4o
d%u
W—AUZO

la solution

u=ae¥Ar 4+ Be_\ﬁr

la solution, aeVAT est rejetée car la fonction Psi doit étre
normalisable, donc on ne garde que

u:Be‘\/Kr

ar—-0

d%u B C

—+(—A+———2>u=0
r r

1 : .
= va beaucoup plus vite que les autres donc il est
r

dominant, I'équation devient

d?u 10+ 1)
FrA E

On voit que u=ar™*! est une solution, en effet
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u' =a(l+1)r!
u" = aol(l+1)r?
d'ou

u" -ad(+1)r-1=0

+1
u" od(l+1)r11 NES =0
u" - l(lzl) -0
r

On va changer de fonction en posant
u(r) = Ve VArltly(y)
ou Vjoue le role de la constante de la normalisation, mais
pour l'instant on peut l'ignorer car elle n'intervient pas
dans les calculs, on pose donc
u(r) — e—\/KrrHlX(r)
dérivons tout ¢a ....
u = —VAe VArEIHly 4 (14 1)e VArply 4 e VArpltlys
u =—VA (—\/K e VArpIHly 4 (14 1)e VArply
+ e—\/Krrl+1X')
+(14 1) (—VA e VArply 4 JeVArpl=1y | o=VArplyr

+(_\/_e \/—r 1+1 I+ (1+1)e—\/—rrlx +e™ \/—r 1+1 H)
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d'ou
A e—\/Krrl+1X — 1+ l)ﬂe—\/xrrlx _ \/Ke—\/xrrHlX’

—(1+ DVA e VArrly 4101 + 1) e VArel-1y
+(+ l)e_‘/grrlx’

—VA e VAP (4 1)e VATEly! 4 g VArpltLy
_Ae—\/Krrl+1X

Be~VArply

—1(1 + 1)e~VArr! -1y

tout calcul fait

-+ DVAY — VArY

—(+ DVAX+ 1+ DX’

—VAry +(+1x +rx +Bx=0

soit

r" + (20 + 1) — 2VA )x'+(B — 2(1 + 1)VA)x =0

Cherchons une solution en série entiére

X= ) et = ) ke Ty = ) k(k - Dgrt?
k=0 k=1 k=2

d'ou
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ry = Z k(k — 1)crk1
k=2
20+ Dy = z 201 + Dkerk?
k=1
—2VAry = Z —2VA ke rX
k=1

(B — 20+ DVA)Y = Z(B — 20+ DVA) ek
k=0

en changeant des indices k-1-h puis h—k

ry' = Z k(k + 1)cyqr¥
k=1

20+ 1)y = Z 201+ Dk + Do r
k=0

—2V/Ary = Z —2VA ke rK

k=1

(B — 20+ DVA)Y = Z(B — 201+ DVA)
k=0

la somme donne
2(14+ ey + (B—2(1+ 1DVA)c

+ ) [k(k+ Degyq + 20+ 1Dk + Degyq — 2VA ke + (B
k=1
— 20+ DVA)gJrk =0
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soit
2(14+ ey + (B=2(1+ 1DVA)c
+ ) [R+21+2)(k+ Do — VA (kK+1+1)
= —B)g Jrk =0
soit
(2l+2)c; — (2VA(1+1) = B)cy = 0
(k+214+2)(k+ Dy — (2VA(k+1+1) —=B)g, =0

_2VA(k+1+1)-B
Ut T 214 2)(k+ 1) K

x doit étre un polynéme sinon la fonction Psi {s ne sera pas
normalisable. Donc il existe un d entier >0, le degré de ¥,
tel que

c=0Vk=>d+1

d'ou

cav1=0
2VA(d+1+41)-B=0

B

WA= G D

onposen=d+1+1etcommed,l >0=n>1
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B
VA = o
2n

BZ
A—_
4n?

2mE 1 4m’q*
A2 4n? (4mey)*ht

E 1 mq* 1
"7 (4mgy)? 2h2 n?

Et on retrouve la formule de Ritz

1
)\kn

1
=)

n2

1
=RiGz~
Remarque
n=d+1+1, commed>0d'ou
0<n-1-1
1<n-1

donc pour une valeur n donnée, 1 varie: 1=0,1,2,3, ..., (n-1)

Rappel :
4 h? B 2mq? 3
B0 =02 T amen? Y T

d'ou
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N

nay

x(r) estdonc un polynéme de degréd=n-1-1, et comme

r
u(r) = e "o r'*x(r)
et d'autre part
u(r) =r R(r)

soit

r
R(r) = Ve nao r! x(r)
ou V est la constante de la normalisation, et x un
polyndme de degréd=n-1-1
—1-

n 1
X = CkI‘k
0

k=

et la relation de récurrence sur ci

_2VA(k+1+1)-B
Ut T 24 2)(k+ 1) K

2 (k+1+1)—n
et T g (k+ 21+ 2)(k+ 1) &

Avec des petites valeurs de n,l on peut retrouver R(r) mais
avec des grandes valeurs de n,1 cette méthode est
impraticable, car il faut calculer V et ¢k "a la main" la
meilleur solution c'est 'utiliser les polyndmes de Laguerre.
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ay) L'équation de Laguerre

L'équation :

ry" + (201 + 1) — 2vA)x'+(B — 2(1+ 1)VA)x =0
est en fait c'est 1'équation de Laguerre :
xy"+(k+1-x)y' +py =0

dont la solution est

LX (x) = polyndme de Laguerre

pour voir, il suffit de poser

2v/Ar = p

car on veut la variable p a coté de x' :

(.-p)x' comme (... -x)y'

dy _ dxdp _ dx
dr dp dr d_p
d2

I'équation devient
de dx B
Er@r2-p I (=-1-1)x=

or



B
VA=o,
B _ZBn_
2VA 2B

2

p—X+ (21+1+1—p)%+(n—l—1)x=0
dp? dp

c'est1'équation de Laguerre avec k=21+1 et p=n-I-1
donc

x(p) = L34 (p)

C'est ici on voit que V=C

Formons I'expression

2! 2r
ex e (25 ()
nao nao
-5 -8 12141
=Ce 2p x(p)=Ce 2p Ly’ 1(p)

autrement dit on retrouve les méme expressions de R

_P
R(p) =Ce 2z p' LZHL (p)
1

-t /2r 2r
R(I‘) =Ce Nao (n_ao> L%lljll_l (—>

nag

résumons on a plusieurs expressions de R

142
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_p
If R(p) = Ce™ 2 p' L2HL, (p)
1
{R(r) _ce (ﬁ) L2t (ﬁ)
| na, n—1—-1

nap

r
R(r)=Ce naor' x(r),v=2¢C

X = Cxr

avec la relation de récurrence sur ci

2 (k+1+1)—n
U T g (k+ 21+ 2)(k+ 1) &

Un petit résumé :

—le nombre quantique n lié avec le degré d du polynéme
x(r):n=d+l+1,n=1,2,3, ..

—le nombre quantique | provient des valeurs propres de
L%

L2Y =1(+1)A2%Y,1=0,1,2,.,(n-1)

—le nombre quantique m provient des valeurs propres de
L,:

L.Y=mhY,m=-], -1+1, -1+2, .., 1



144

7.3 FONCTION RADIALE R(R) DE
L'HYDROGENE

On a plusieurs expressions de R:
r
|( 1 R(r) = Ce a0 r! y(r)
{ _r o o2ry 2r
_ nag (2 y2141 20
LZ) R(r) Ce ’ (nao) Ln—l—l (nao)
_P
IR =Ce 2 p' LA, (p)

_2r

p= nay

Pour I'expression (1) il faut calculer V et le polynome x(r)
a la main, alors pour les expressions (2) et (3) on a des
formules pour C et Llfj ().

On utilise donc les expressions (2) ou (3) pour R, il nous
reste maintenant a déterminer la constante C

Pour calculer la constante Cy on utilise la propriété
suivante

[|] weasx=1

+o0 T
f RZ(r)Y?(8, @)r?sind drdéde = 1
r=0 6=

o

¢=0
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+o0

T
j R%(r)r? dr f fYZ(B,(p)sinG dode | =1
r=0 8=0 =0

21

d'ou
400

j RZ(Dr?dr=1

r=0

et

On peut objecter ceci en disant que peut-étre

+o0
3

f R%?(r)r? dr = >
r=0
et que

T 2m

f f Y2(8, @)sinB dode¢p = 3
0=0 @=0

mais ce n'est pas possible car

RZ(r)r? et Y2(8, ¢)sin® sont des densités de probabilité de
présence donc quand on intégre sur tout "espace" on
trouve 1 !!!

on adonc



146

+oo
f R?*(r)r’dr=1
0

or
+o0

+oo
f RZ(p)p2dp = f (€2 e PP [LZHL, (p)]?)p2dp
0 0

, 2n(n+1D!
(n —1-1)!

jo " Re(pyp2dp = fo R (nao)2 (=) er-

2\3 [t 2n(n + 1)!
<n_ao)J;) Rz(r)rzdrzez—(n_l_l)!

+co
e[ [ ) oM 2edp =
0

<L)3 _e? 2n(n + 1!

nag (n—1-1)!

2\ (n—1-1)!
ct= (n_ao) 2n(n + 1)!

czzi(n—l—l)! (1)3
o

n* (n+1)!
Ethupla...
3
2 [(n—1-1) /1\2
-3 [ O
n (n+1)! a

d'ou
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L%11f11—1 (p)
n—l-1

- (n+1D!
= qz:(; (—1)d Ao @TiT o pd

Voici quelques expressions de R(p) en p, ici on met les
indices pour bien voir les fonctions R(p)=Ru(p)

3
2 —1-1)! /1\2
Rnl(p) = p % (g)z e—% pl L%li—ll_l(p)

1,372
Rio(p) =2 (—) a—p/2
do

3
1 |1 /1\2
R30(p) =§\/; (g)z e 2 (2-p)

3
2

1)1 /1\2
R21(p)=§ g(g) e Zp
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N w

P 1,
e 2(3—3p+§p)

R3o(p) = %\/% (%)
R31(p) = %\/% (%)
p

11 (12 o,
R32(p) =3 %(g)ezp

| W

_p
e2p(4-p)

3
2

7.4 FONCTION ANGULAIRE Y, (0, ®)
DE L'ATOME HYDROGENE

Rappel, la fonction Psi de 'hydrogene :
Unim (1, 6,0) =R, (0Y (6, @)

et par définition méme de Y|, (6, @)
L2Y, 1 (8, @) = 101 + 1)A2Y; 1 (6, ¢)

L,Yim (6, @) = mhY,, (6, )

Les Y; m (8, @) sont donc des fonctions propres communes
a des opérateurs L? et L, pour les valeurs propres
associées I(1+1)A?% et mh.

Dans cette partie on va déterminer la partie angulaire ou
la partie orbitale de I'atome hydrogeéne Y; ,, (8, ¢).



Mais avant de commencer on va rappeler quelques
formules qu'on aura besoin.

Les opérateurs moments cinétiques orbitaux

L_ = he™'® —i+icosei)
T 006  sinB do

L= hen L1 200
o 90 ' " sinB dg

LY, (6, ¢) = AT+ m)(I— m + DY, ;s

L'intégrale de Wallis

T

T
7 2z

W, = | sin"xdx = | cos"xdx
0 0

N 221 (1>
n impair : Wy, 1 = m
. 2! ©

n pair : W2] = WE

L'idée de trouver Y; ,, (6, @) est suivante:

On applique L. sur Y}, (6, ¢) , (I-m) fois pour trouver
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Y m (6, @), on part del et on descend 1-1,1-2, .... jusqu'a m.

On peut séparer les variables 6 et ¢ de Y ,, (6, @)

autrement dit on chercher les Y| 1, (6, @) sous la forme

suivante

Yim (8, ¢) = fi (B)e MO+



donc pour Y;;(6, @) on aura
Y1108, @) = fi;(8)elle+I™
On sait que
Li,(6,0) =0
d'ou

d .cosB 0

TN v
he (66 ti sin® d@

) (u@eten) -
; cos0 _
=f l(e)el(IqJHTr) +i—f l(e)ilel(lq)Hn) =0
' sin®

, cosB
f 11 (9) - ﬁf]ll(e)l =0

f100)  cos®  cosBsin'"'0  (sin'6)’

fi;(8)  sin@  sin@sin!~1@  sin'@
In (f;;(8)) = In(sin'0)

f,1(8)) = Vsin'0

ou V) est la constante de la normalisation

Y,1(6, @) = V) sin'p eilo+m

Nous allons maintenant trouver la constante de la

normalisation V|

150



| M@ efa=1

espace

2m i _
f d(pj |V sin'@ eileH™|25inpdo = 1
0 0
21 T
f dcpf V? sin?'@ sin@d6 = 1
0 0
21 s
f d(pj V2 sin?!t1g do =1
0 0

2m T
W2 f do J sin?l*19 do = 1
0 0

22l =1

ou
TT

I=f sin?!*19 de
0

on reconnait [ est 2 x intégrale de Wallis

221(1!)2

T
: 21+1e do=2—2_
fo st 2+ 1)!

221(l|)2
4V ———
™+

, @+
b7 4m22 (102

151
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soit

1@+
VIRT] 41t

1 [+ 1)

inl i(lo+l
ﬂ an sin'0 e‘(“’ ™

Y1106, ) =

On va appliquer L. (I-m) fois sur Y;,(6, ¢) pour retrouver
Yim(6,¢), 0na

LY (8, ¢) = Ay/A+ m)(I—m + 1) Yy

LY =hy(2D(1) Y111

L2y = h2/D(D (21 - 1)(2) Y;1—

13y, = r/ DD I- 1)@ (21— 2)(3) Vi -3

L-my) =
= A /DMEI-DER)..A+m+ DI —m) Y,

or
@n2l-1).d+m+1)

est presque (21)!, il manque un morceau, il manque
(I+m)(1+m-1)(1+m-2)...1 c'est-a-dire (1+m)!

donc



@n2i-1).Jd+m+ D)0+ m)!(1)ER)J—m)
(+m)!
_@!d-m)!
T (4 m)!

2D!'d—m)!
l—m —— pl-m
L=y == 1 ’ 1+ m)! Yim

Oou encore

v = 1 (14 m)! [l-my,
bm = pl-m fDIQ=—m)! — M

d'un autre coté on a:

L_Y;; = he™'® (—i + i_cosGi) (V sin'g elde+m)
— i 20 ' “sin@ dg/ !
aY, .
e —V1 cosH sin' 19 eillo+m)
a0
_cosBdY;  cos6

— Vsinl@ il elle+m)
1sin6 do 1sine isire e
= —Vcos0 sin' 10 ] eille+Im

L_Yy; = “WhelCeH1®H™ (2] cos@ sin' 10 )
LYy = —We'™ hel(=D® (2] cosB sin'~10 )

sin'@  (sin%'@)’
21 cosO sin'~10 = 21 cos0 sin' 16 _( )

sin'@ sin!@

153
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(sin?'0)’

L_Y],] = —Vle““ hei(l_l)‘p ]
sin'0

si on pose u=cos0, d'ou

df _dfdu_df
a6 dude _ dulsn®

sin® d

LY =7V il A ilI-De
1= e fe sin!@ d(cos0)

(sin?'@)

L_Y;; = Wel'™ hell~D® sinl-1g (1 — cos?0)!

d(cosb)

en répétant k fois, ¢ca donne
k

Lk_Y =V ilm hk i-K)e o; k—le
11 e e sin d(cosO)F (

1 — cos?0)!

pour k=l-m ¢a donne

dl—m
d(cos@)!-m

1 I+m)! 1 [(21+ D!
Yim 6, ¢) = al-m 12D — m)! ﬂ\/T

I-m

d(cos@)!I-m

Lmmy;, = Mell™ almmem® sin~mg (1 — cos?0)!

elmhl—m eim® (sing)™m (1 — cos?0)!

Yl,m (9, (P) =

e™ 21+ 1) (14 m)!
20 4t (1—m)!
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I-m

e™® (sing)™ —d(cose)l—m

(1 — cos?0)!

ouuuffff !!!

On pourra aussi bien de calculer Y; ,, (6, ¢) a partir de
Y| -1(6, @) en appliquant (1+m) fois I'opérateur L., on
trouvera bien sir une expression différente mais
équivalente.

el™ (214 1) (1 — m)!
Yim(6,0) = o uj 4 (1+m)!
I+m
i ; 2oyl
e™m® (—smG)m W(l — COoS 9)

et voici quelques valeurs de Y|, (6, @)

1
Yo,0(6, ) = ’E

3 . 3 .
Y11(8,0) = — et ®sinB; Y1 _1(6,¢) = el ?sin®

3
Y1,0(8, ) = 27, <08
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Y2(8,0) = |——e¥sin?0; Y, (8
2,2( :(P) 321_[6 sin ] 2,—2( r(-P)
15 .
= /—32ne_2“‘3sin29

flS .
Y;1(0,¢0) = — ae“"sine cosB; Y, _1(8,¢)

15 .
= |—e sin0 cosO
8t

5 3cos?0 —1

Y;0(6,¢9) = i >

Finalement la fonction Psi de I'hydrogene {,, (1,6, @) est
bien compliquée

llJnlm (I‘, 0, (P) =Ry (r)Yl,m (e' (P)

¢a donne un truc énorme !!!

llJn]m (r' 9, (P) 3
> 1
_2 [n—1-1) (i)z o fag (ﬁ) 12141 (2)
n? (n+ D! ag nag/ " 1\na,

e™ [(214+ 1) (1 + m)!
2] 4n  (1-m)!
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I-m

em® (sing)™™ —d(cose)l—m

(1 — cos?0)!

avec
n=1,2,3, ...
1=0, 1,2, .., (n-1)

m=-],-1+1, -1+2, -1+3, .., 1
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8 LES ATOMES

8.1 CONFIGURATION ELECTRONIQUE
DE L'ATOME

Nous savons tous, un atome comporte des :
- électrons

-protons

-neutrons

Et son noyau est composé de protons et de neutrons,
quant aux électrons, ils bougent autour du noyau.

Nous s'intéressons seulement aux électrons, on peut donc
ignorer les protons et les neutrons.

Les électrons se placent suivant les niveaux d'énergies n,
et dans chaque niveau ils se trouvent dans des différents
orbitales (couches) l nommés : s(1=0), p(I=1), d(1=2), f(1=3)
(pour se souvenir on retient la phrase "simple physicien
de France")
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niveau n=4

¥

I=0

\

h~ -
) y

r

-~ O -
@

-

(o
'
-

-
-
-

2 0 -1 -2

“ o J L. Y & - L .

=3 S w N j»:"; ;. . e ..
3 2 1 0 -1 -2

La forme des orbitales s,p,d,f
et dans chaque orbitale se trouvent des cases quantiques ;
s=1 case (2 électrons)
p=3 cases (6 électrons)
d=5 cases (10 électrons)
f=7 cases (14 électrons)

une case quantique ne peut contenir que 2 électrons de
spin opposé.

[toul14]



Pour remplir les électrons dans les couches, on utilise

certains nombres et régles:
n=1,23,.. ;niveaud'énergie

1=0,1,2, .. (n-1) ; couches (orbitales)

m=11-1,1-2, ..., -1 ; cases quantiques (orientations)

1 1 .
s:+5,—5 ; Spin

n=3 niveau

fﬁf’f?\\\“x
& W u
1=0 1=1 1=2 orbitales
\L './ 2 1\56 -1 -2« m {orientation)
O I ey il il 5 I
5 p d
spin case quantique
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Note les couches s, p, d, f peuvent contenir aux maximum :

s = 2 électrons
p=6électrons [TV | TV | T

d=10électrons [TL [ 1L | 1L | 4| 1|

f=14électrons [TL[ TV ML TL| Tl T
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A
Ed

ik
Edb
/;a;//;;i/ 5f
//Aa/ 6d | 6f

7p | 7d | 7f

o

DO

le remplissage suivant la fleche rouge, ainsi
1s 2s 2p3s 3p4s 3d4p5s 4d5p6s 4f5d6p7s ...
on écrit nxk pour dire :

niveau n, couche x, k=électrons, par exemple

3d8 - niveau 3, couche d, 8 électrons

On remplit les couches par T (s=+ %) dans 'odre

. : 1
décroissant de m, puis ! (s=— E) , eX:

3d8;d — 1=2 donc

m 2 1 0 -1 | -2

s oo T




exemple

Chlore = 17 électrons

17Cl = 1s2 252 2p63s2 3p5

on pose

1s2 2s2 2p® = [Ne]

d'ou

Chlore : 17Cl = [Ne]3s23ps

Etain : 5oSn = [Kr] 5s2 4d10 5p2

Plomb : g;Pb = [Xe] 6s2 4f14 5d10 6p2
Chrome : 24Cr = [Ar] 4s! 3d5 (exception)
Argent : 47Ag = [Kr] 5s? 4d10 (exception)
Aluminium : 13Al = [Ne] 3s2 3p?

Hélium : ;He = 152

Nickel : 2gNi = [Ar] 4s2 3d8

Titane : 2,Ti = [Ar] 4s2 3d2

Silicium : 14Si = [Ne] 3s2 3p?

Sodium : 11Na = 1s2 2s2 2p63s!

162
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8.2 NOMBRE DE TACHES

Dans I'expérience de Stern et Gerlach on a utilisé 'atome
d'argent qui donne 2 taches et permet ainsi de découvrir
I'existence de spin. Il est intéressant de se demander si on
prend un autre atome a la place de I'atome d'argent le
Chrome par exemple, combien de taches va-t-on observer?

Autrement dit, on fait passer un atome X a Z électrons
dans l'appareil SG, combien de tache observe-t-on ? et
comment calculer ce nombre taches ?

On va définir les trois nombres ¥, ¢, j suivantes:

£=Ym;g=)s

pourj:

* remplie < la-moitié j = |£ - g|
* remplie = la-moitiéj=g

* remplie > la-moitiéj=¢ +g

A partir de la configuration d'électronique de I'atome on
veut retrouver ¥, g, et j puis calculer le nombre de taches
défini par: T=2j+1
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Voici la regle:

1) On remplit les couches par T (s=+ %) dans l'ordre

Lo : 1 , ,
décroissant de m, puis ! (s=— E) toujours dans l'ordre

décroissant de m.

exemple pour la couche d (1=2)

a)

m |2 [1 [0 [-1 |-2
ek

b)

m |2 |1 [0 [-1 |-2
s Inon [ 1 1

2) Calculer £ et g

exemple a)

£=>m;g=)s

1€’=Zm=2+1+0=3

_21_1+1+1_3
9=/2.572727277

exemple b)

f=§h1;g=§}
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1?=Zm=2+1+0—1—2+2+1=3

1 1 1 3
Q=ZS=0+0+§+§+§=§
3) Calculer j
* remplie<la-moitié j = |£ - g|

* remplie=la-moitié j =g
* remplie>la-moitiéj=¢ + g
Hj=
i
Les couches pleines £=0, g=0 (€ et g ne contribuent pas
pour le calcul de j)
exemple
a Argent : 47Ag = [Kr] 5s! 4d10

5s! non plein — 1=0

m| 0

s |1

=
£=Ym=0
— 1
g=Xs=;

ici on a: remplie=la-moitié = j=g = r=2%+1=2 taches
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a Chrome : 24Cr = [Ar] 4s! 3d5>

—-4s1 = 1=0 > m=0= £=0,g=1/2 = j=g=1/2 (remplie=la-
moitié),

-3d5=1=2

m 2 1 0 -1 -2

s T T T T T

1’,’=Zm= 2+14+0-1-2=0
£=0,g=)s =5/2 = j=g=5/2 (remplie=la-moitié)
+

j= =3 = 1=2j+1 =7 taches

N =
N

a Plomb : g;Pb = [Xe] 652 4f14 5d10 6p2

6pz=>1=1

m 1 0 -1

S ) )

£=1+0=1

g :% + %:1, = j = |£-g| (remplie<la-moitié)
j=|1-1]=0 = T = 1 une tache au centre.

o Nickel : 2gNi = [Ar] 4s2 3d8

3d8 - 1=2

m 2 1 0 -1 -2

s ™ T T T T
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£ =2+1+0-1-2+2+1+0=3
1,1
g,—0+0+0+5 +o= 1
j =4£+g = 3+1=4 (remplie>la-moitié)
T =2j+1 =9 taches

o Titane : 22Ti = [Ar] 4s2 3d2

3d2 - 1=2
m 2 1 0 -1 -2
S ) )
£=2+1=3
1,1
g=+5 =1

j=13-1| = 2 (remplie<la-moitié)
T = 2j+1 =5 taches
a Aluminium : 13Al = [Ne] 3s2 3p?

3pt—-1=1
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o121
J=11-51=3
r=2%+1:2 taches

On remarque que la somme des spins g=); s n'est pas nulle
,il y a toujours une contribution de spin, par contre il peut
arriver que la somme des moments cinétiques orbitales
g=>, m est nulle, donc avec I'expérience de Stern-Gerlach
on ne peut pas prouver la quantification L. du moment
cinétique orbital comme suggéraient Bohr et Sommerfeld.
Pour démontrer la quantification du moment cinétique
orbital L il faut passer par 'équation de Schrodinger.

Pour repérer un électron dans I'atome on a besoin 4
nombres quantiques (n,l,m,s) qui s'expliquent trés bien
par le formalisme quantique :

n — E, valeur propre de H; H|u> = E,|u>

1 - 1(I+1)A? valeur propre de £’ ; f.2|u> =1(1+1) h*|u>

m - mh valeur propre de L, ; L,|u>=m#a|u>

)

N |3

_h
S*ms—g._

) 3
ST lu>= =hA%|u> ;

1.1
7 i=2GTD

3
4

S,lu> = ma|u>
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9 A L'AUBE DE LA PHYSIQUE
QUANTIQUE

9.1 LA PHYSIQUE CLASSIQUE
Vers la fin du XIX siécle, on pense que la construction de la
physique est terminée. Elle est composée de trois piliers:

- La mécanique newtonienne

- L'électromagnétique

- La thermodynamique

Tous les phénomeénes sont expliqués par ces trois piliers,
on pense donc il n'y a rien a ajouter dans la physique.

Il y a quand méme deux petits problémes qui tracassent
les physiciens du XIX siecle car ils ne peuvent pas
expliquer par la physique classique.

- Le premier probléme est I'expérience de Michelson et
Morley :

Alice se place devant la gare voit une voiture se déplace a
la vitesse v.

Bob assied dans un train roulant (dans la méme direction
que la voiture) a la vitesse V (par rapport a Alice) voit la
voiture se déplace a la vitesse v' moins vite qu'Alice, c'est-
a-dire v' <v, plus précisément
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vi=v-V

Remplagons maintenant la voiture par la lumiére dont la
vitesse par rapport a Alice est ¢, mais Bob trouve

c'=c!l
et non
c'=c-V!

La physique classique ne peut pas expliquer ce résultat.

-Le deuxieme probleme est le rayonnement du corps noir.

9.2 LE RAYONNEMENT DU CORPS NOIR

Commencons par se demander ce que c'est un corps noir.

Beaucoup de livres et d'articles donnent une définition
aberrante, absurde, contradiction en elle-méme ... du
'corps noir' parce que ces gens la n'ont pas compris ce que
c'est un corps noir ou c'est du copie/collé pur et dur d'un
texte bidon déja erroné ....

On voit par exemple la définition délirante suivante:

"Un corps noir c'est un corps qui absorbe tout et qui ne
rayonne pas"

Mais alors pourquoi parle-t-on le rayonnement du corps
noir ?
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Et parfois on voit le dessin ci-dessous et I'explication qui
va avec:

la lumiere

image erronée

il explique que la lumiére entre par le trou et qu'elle n'a
pas de chance de sortir d'apres les réflexions c'est pour
quoi le corps est noir. C'est n'importe quoi comme
explication ! le trou, son role n'est pas de laisser entrer la
lumiére !!.... Bref on trouve pleine d' erreurs, n'importe
quoi sur la définition du corps noir, sur le net, dans les bas
vulgarisations !

Le probléme est suivant :

Lorsqu'on chauffe (on apporte de la température) un
corps il change de couleur, par ex quand on chauffe une
barre de fer, elle devient rouge , puis jaune, puis blanche ...,
on dit qu'elle rayonne . On voudrait étudier I'énergie de ce
rayonnement, pour la barre de fer une partie de ce
rayonnement est perdue dans l'espace, c'est pourquoi on
veut chauffer quelque chose dont le rayonnement ne se
perd pas, cette chose la c'est ce qu'on appelle un corps
noir.
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En pratique un corps noir est une cavité hermétique (une
enceinte fermée) comme ceci, c'est tout !!

la parois

cavité=corps noir

corps noir

et quand on chauffe cette cavité il produit un rayonnement
électromagnétique de toutes les fréquences v dans la
cavité.
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la parois

ayonnement

corps noir apporté a la température T

Pour étudier ce rayonnement, on peut faire un tout petit
trou pour observer, mesurer etc ...
la parois

L P
%

) observer, mesurer

ayonnement

On étudie ce corps noir en pergant un petit trou
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Donc un corps noir est simplement une : cavité fermée
c'est tout !!!

L'énergie E(T) que produit par le rayonnement dépend de
la température T, cette énergie est distribuée sur toutes
les fréquences v, chaque fréquence v recoit une certaine
quantité d'énergie, soit p(v,T) la densité de cette énergie,
le but c'est trouver cette fonction p(v,T) et on a donc par
définition :

+o0

E(T) = f p(v, T)dv
0

En 1859, Kirchhoff établit que p(v,T) ne dépend pas de la
forme de la cavité, ni de la matiére que compose la cavité,
mais seulement de v et T (loi de Kirchhoff 1859), donc
I'énergie E(T) ne dépend que la température comme nous
avons dit.

Il n'est pas évidant de trouver p(v,T) .

1*) En 1879 Stefan propose de facon empirique la
relation:

E(T)=0T*; 0 =7,56.1071°

et en 1884 Boltzmann grace a la thermodynamique il a pu
démontrer cette relation :

E(T)=oT*
Voyons voir

Il commence a montrer que la pression P(T) vaut
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E(T
P(T) = %
et 1'énergie interne U vaut donc
U=EV
Le premier principe de la thermodynamique donne
dU =8Q + W
ou
W =-PdV =- ZdV
or
dU = d(EV) =dEV+Edv=dEvj—$+Edv
dU—8WszVj—¥+EdV+§dV:6Q

5Q - dEd\;‘dT +%dv

Or le deuxiéme principe de la thermodynamique donne

ds=22
T
d'ou
ds = dEV dT +3 AE dV
T TdT

Comme dS est une différentielle totale on a:
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(50). = G,

c'est-a-dire
d (dEV)_ d <4E>
dv\TdT/ dT\3T
dE
dE  4g7! —E
TdT 3 T2
dE
dE  4gpl—E
dT 3 T
3d _4dE
dT dT ' T
dE _ dT
E T

In(E) =In(T4) + In(o)

In(E) =In(cT*)

d'ou

E(T) = oT* (loi Stefan-Boltzmann, o = 7,56 .1071¢)

2*) En suite, beaucoup plus tard on a pu montrer que
p(v,T) est de la forme :

v
p(v,T) = av3 f(T)

a = constante, f(x) = fonction a une seule variable.



Allons-y,
D'abord on montre que

v dp

d'ou

doV + pdv ="y
P P T 30v

a0=C2 )
30v \Y%
d'autre part
dU =6Q + W
mais 6Q = 0 (transformation adiabatique)

dU=8W=—PdV=—§dV

dU = d(EV) = d(cT4V) = 46T3V dT + 0T+ dV

E
—§dV = 406T3VdT + oT*dV

E wodT
—5dV =40T*V—+ oT*dV

EdV—4EVdT+ EdV
3 T

ldv_VdT
37 T

177
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dT = TdV

T3V
comme
do = vadp dv
p_(36v )V
et

dp

dp—ﬁdT

— = _dT
30v P d

(vap )dV dp
vV dT

(20 p)dv_de(_Tavy

3 v vV —dT\ 3V
Go-0)-7(-3)
3 v —dT\ 3
ap ap
Vaﬁ'Tﬁ—Sp

on va chercher les solutions de la forme:
v
p(v,T) = gW)f (5)
v@ =v ’(v)f(z) + (v)zf’ (X)
gy & W) T EWIpt 7
dp Y
T35 = sz (3)

d'ou
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v% + Tg—,? =vg (v)f(%) = 3g(v)f(%)

vg (v) = 3g(v)

In(g) =In(v3) +In(a)
glv) =av?

finalement p(v,T) est de la forme
\Y
— av3f(2
p(v,T) = av f(T)
c'est tout ce qu'on sait sur p(v,T) !!

3*) En 1896 Wien propose empiriquement la formule

A%
p(v,T) = av? e OT

ou a, b sont des constantes

¢a marche pour les hautes fréquences v, mais fausse pour
les basses fréquences

4*) 1l faut attendre jusqu'en 1900 pour que Rayleigh
reprenne le probleme ...

Lorsqu'on chauffe un corps noir, il rayonne et la cavité
contient des ondes stationnaires qui se comportent
comme des oscillateurs harmoniques, on les nomme les
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modes. Soit N(v) la densité de modes (par unité de
volume), il vaut par définition:

K(v) =1e nombre de vecteurs d'onde associés a la
fréquence v, V=volume du corps noir.

Autrement dit N(v)dv = le nombre de modes ayant la
fréquence entre v et v+dv.

Pour simplifier, on suppose que la cavité du corps noir est
cubique V=a3 (la forme de la cavité est peu importe
d'apres la loi de Kirchhoff)

Voyons sur 1D :

Soit [0,x] un segment, on divise [0,k] en K parties égales
2 . 2 :
?n, et chaque vecteur d'onde occupe Tn, doncilyaK
vecteurs d'onde dans [0,k]

K

()

a
Mais chaque onde possede 2 polarisations (gauche, droit),
donc le nombre de vecteurs d'onde est en réalité vaut :

K=

(&)

passons en 3D:
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3
Chaque vecteur d'onde occupe le volume (2:“) ,doncilya

4
K vecteurs d'onde dans le volume 3 K3

4

§ TIK
2m\°

(%)

Comme I'onde a 2 polarisations (gauche, droite) , le

nombre de vecteurs d'onde K(v) associé a la fréquence v
est donné par:

G)
)

a2 = 1'onde a 2 polarisations (gauche, droite)

K(v) =2

3

4 \
oK = volume du spheére de rayon k

2T 3
o (:) — volume du réseau
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sphére de rayon x

nombre de vecteurs d'onde

comme
21mv
K= —
c
¢a donne
(o) (3) oy
K(v) =2 (321)3 2a° (23ﬂ)3( - )
a

a2 — 1'onde a 2 polarisations (gauche, droite)
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3

a3’ — volume du corps noir

3
\Y \ \Y
o —Tr (Z) — volume du sphere de rayon -

d'autre part si L(v) I'énergie que recoit la fréquence v,
d'apres la thermodynamique L(v) vaut:

f0+w xe_%dx
L(v) = 2——— ; (k=constante de Boltzmann)
f0+°° e kT dx

Pour le haut, on va faire une intégration par partie

{ u=x -u =1

_X _X
v=e kT -V = —KkTe kT
400 400

_X _xqt® _X
f xe kTdx = [—kae kT]0 +ka e kTdx
0 0
+00 +oo

_X _X
f xe de=ka e kTdx

d'ot
L(v) = KT

on a donc
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p(v,T) =N(V)L(v)
d'ou la formule de Rayleigh-Jeans

8mv?

p(v,T) = kT

c3
¢a marche pour des petites fréquences, elle est fausse pour
des hautes fréquences, mais cette formule pose un énorme
probléme car

+o0 2

E(T):f —KkTdv = +o
0 C

on a une énergie infinie dans la cavité ce qui est absurde !
en effet ca signifie que nos fours: four a micro-onde, four a
pain, four a pizza, four a verre seront tous explosés !!! ce
qu'on appelle la "catastrophe ultraviolette".

Tout ¢a signifie qu'il y a quelque chose qui ne va pas dans
la physique classique !

—La résolution du ler probleme (par Einstein en 1905)

conduit a la relativité restreinte puis la relativité générale
(1915).

—Quant-a la résolution du 2éme probléme (par Planck en
1900) conduit a la naissance de la physique quantique !

NOTE : [l y a une différence entre p(v,T) et p(v,T)dv

p(v,T) = densité (d'énergie)
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p(v,T)dv =1'énergie (par unité de volume, dans 1 cm3 par
ex) formée par les modes (dans 1 cm3) ayant la fréquence
entre v et v+dv, on dira simplement I'énergie "dans dv"

de méme pour N(v) et N(v)dv
N(v) = densité (de modes)

N(v)dv = le nombre de modes (dans 1 cm3) ayant la
fréquence entre v et v+dv, on dira simplement le nombre
de modes "dans dv".

Voyons comment Planck résout le 2éme probléeme.

Planck suppose que les échanges de 1'énergie entre le
rayonnement v et la matiere (les atomes de la parois de la
cavité) ne sont pas continues mais discretes par parquets
de:

E, = nhv (h=constante de Planck, n=entiers >0)

d'autre part, la thermodynamique nous dit que le nombre
de photons qui ont cette énergie E, est

ollu=—
T KT
Alors la fréquence v regoit la quantité d'énergie

280:0 O(nEn

L(V) N Z:O=0 Oy

comme
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—Eju
M = _Ene_Enu
du
_ oo o(e—Enu) (Zn_ e—nhvu)
L(V) = 0 = © —nhvu
n=0 %n n=0 €
en posant
[e0)
Z(u) — Z e—nhvu
n=0

Lev) = Z d(L Z)—d(L 1)
V)= Z  du n ~ du nZ

or
_ —nhvu _ —h _
Z(u) Z nnvu Z(e vu)n — _hvu
d'ou
N hv e—hvu
L(v) = — (Ln (1-ehv)) = T
L) hv hv
V)="u_1" h
et =1 eﬁ -1

comme

p(v,T) = N(v)L(v)

finalement on a la formule de Planck



8nv?  hv
P ="
ekT — 1

Remarque important:

A) Dans la formule

8nv?  hv
PO ="
ekT — 1

si on veut utiliser la longueur d'onde A au lieu de la
fréquence v, il ne suffit pas de remplacer v par % dans

p(v,T), il faut remplacer aussi les bornes d'intégration
ainsi que la différentielle dv !
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En effet I'énergie E(T) est définie a partir d'une intégrale,

autrement dit on fait un changement de variable dans

400

E(T) =f p(v,T) dv
0

et ca devient

+00

E(T) = f LA, T) dA
0

ona

V—S
T

= dv=-—=dA

A2

etqd v—0,A—+00; qd v—>+400, A=0
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f+°° 8mv2  hv jo 8mclc h c o
—_———dv = — —_— —
3 h 3327 & 2
0o ¢ ar_1 4o AR o 12
t°8mt  hc
=f T hedA
eAkT — 1

d'ou la fonction pu(A,T)

8m hc
WAT) =5
erkT — 1

Autrement dit

- si on utilise la fréquence v comme variable, la fonction
p est:

_ 8mvZ¢  hv
PO ="
ekT — 1

— si on utilise la longueur d'onde A comme variable, la
fonction p est:

8n hc
p(}\: T) = }\_5 he
eAkT — 1

B) C'est la premiére fois qu'on introduit le concept
"quantification" c'est-a-dire une grandeur physique varie
discretement alors que classiquement toutes les
grandeurs varient de facon continue.

Ici c'est I'énergie que est quantifiée : E, = nhv.
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C) A partir de la loi de Planck on peut retrouver la lois de
Rayleigh-Jeans et la loi de Wien

8mv? _
8mv2  hv 3 kT si hv « kT
3 b )8mh , _hv
ekT — 1 C—3v3e kT si hv > kT

Note : toutes ces fonctions sont bien de la forme

3F(Y
av f(T)
8nvZ  hv _ 8mh 3 1
T v T E VT
ekT — 1 ekT — 1
8mv? 8k , 1
P kT = FERA
T

o Loi de Stefan-Boltzmann (1880)

ona
8nv?  hv
PO ="
ekT — 1
8rth (t° V3
E(T) = 3 f I dv
ekT — 1
on pose

hv h
Xx=—>=>dx=—dv
KT KT
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et qd v—0,x—0; qd v—>+00, x>+

J‘+°° v3 q _J‘+°°<kT)3 x3 de
o o VT \h) e-1n "

ekT — 1

kT\* (T %3 q
_(T> fo ex —1 X
comme

+o0 X3 q 4
fo -1 15
d'ou

_(kT>4f+°° x3 q _(kT)4n4
“\n/ ), 1" \h) 15

ED =" %) 5 mem "
E(T) = oT*
ou
8m°k* 3
0= T3 = 7,56.10716
o Loi de Wien (1893)
8mv?  hv

p(v,T) = 3w
ekT — 1
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si on pose

_hv

Tkt

( T)_81Th<kT)3 x3

PV =73 \h) e -1
3

f(x) =

® =57

trouver un maximum de p revient a trouver un maximum
def.

3x2(e* — 1) — x3eX

f'(x) = = 1)2

f'(x)=0

3x%(eX—1) —x3e¥ =0
3(e¥*—1)—xe*=0
3e* —3 —xe* =
e¥B3-x)—3=0

qui donne 2 solutions
x=0

x~2,82144 (solution numérique donnée par
https://www.dcode.fr/solveur-equation )

comme
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_ hv
X KT
d'ou

KT
Vinax = 2,82144 —

Vmax = CT (C=constante)

On voit que les vmax Se trouvent sur une droite de pente
positive, et que cette loi permet de connaitre la
température (T) du four en fonction de la couleur (v) des

flammes.

P(v.T)
Planck

ya 2000 K

Loi de Wien env

De méme pour la longueur d'onde A

8m hc
u@A,T) = B e
erkT — 1
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posons

_hc

X = KT

(AT)—SR hc _8h<kT)5 x>

HA _}\Sekl%—l_ frhe he/) ex—1
5

g(X)=ex_1

trouver un maximum de p revient a trouver un maximum
de g.
5x*(e* — 1) — x%e*

(¢ =1’

gx =

g =0
e*(5—-x)—-5=0
qui donne la solution positive >0

x~4,96511 (solution numérique donnée par
https://www.dcode.fr/solveur-equation )

comme

_ hc
X = KT
d'ou
N _ hc
max = 4 96511KT
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Amax T = C® = 2,898.1073

Amax = T ; C = constante

On voit que les Amax Se trouvent sur une hyperbole, et que
cette loi permet de connaitre la température (T) du four
en fonction de la couleur (A) des flammes.

H(.T)

Loi de Wien en A
Notes utiles :

Il est utile de voir comment sont les courbes p(v,T) et
(A, T). I suffit de voit f(x) pour p et g(x) pour p

%3

f(x) =

ex—1
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) =~
sX T ex—1

On trace ces courbes grice au site

https://www.mathe-fa.de /fr
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9.3 L'EFFET PHOTOELECTRIQUE

Lors qu'on expose un métal sous la lumiére il peut arriver
que les électrons du métal sortent du métal !! C'est ce
qu'on appelle I'effet photoélectrique.

photon & /I

® o V

e, 00 @ © o
©% © 0 o

metal

C'est en 1887 que Hertz a découvert |'effet
photoélectrique. Il se rendit compte que la lumiere
incidente doit avoir une certaine fréquence v > v ol vg est
la fréquence seuil qui dépend du métal.

[I fallait attendre jusqu'a 1905 pour que Einstein explique
ce phénomene.

Le photon incident posséde une énergie
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E=hv

E doit étre plus grande que Eo = hvo pour arracher les
électrons du métal.

E > Eo

plus précisément
1

E=Eo+ Emv2

autrement dit plus v est grand, plus on arrache les
électrons plus facilement et plus les électrons sorties ont
une vitesse plus grande.

Siv <vgiln'y a pas d'électrons-arrachées méme si on
augmente l'intensité de la lumiere.

verte bleue

rouge<vo, vo<verte, vo<bleue

C'estici qu'Einstein introduit la concept de "photon" une
particule (corpusculaire) ayant un certain nombre de
propriétés:

— énergie E=hv

—masse m=0
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. . hv s . .
—impulsion p = —u (u=vecteur unitaire dans la direction

de propagation)

Remargue : la vraie formule E=mc? est

E? = m2c* + p*c?

Ici on retrouve la quantification de I'énergie du photon

E=hv

9.4 L'ATOME DE BOHR
Depuis longtemps on a trouvé la formule de Ritz de fagon
empirique c'est-a-dire par des expériences

en longueur d'onde

L (1 1) 'k = 1,2,3/45 etk<
Akn_ A kz nz ) = L,,54,0¢€ n

ou en fréquence

1 1
Vim = R, (ﬁ — p) :k=1,2,3,4,5 et k<n

[In'y a pas d'explication, pas de démonstration ...

En 1913, Bohr donne une démonstration, ou plutét un
stratageme pour retrouver cette formule, bien que ce n'est
pas une démonstration mais Bohr a introduit un concept
trés important : la quantification du moment cinétique
orbital de I'électron.
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Voyons voir:

Bohr suppose que 1'électron tourne autour du noyau et
décrit un cercle de rayon r, et que 1'électron est plongée
dans le potentiel

9 2
Vp = — = — —
4megr r
avec
2
K2 a
4me

et l'accélération vaut

y=—7

et la dynamique nous donne

f=my
av, &
f = —gradV, = —Eur =-m—u,
dar r
K2 v2
Z=mT
2

K

vi=—
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d'autre part Bohr suppose que le moment cinétique orbital
L, = mvr est quantifié

L,=nh

donc

mvr = nh

d'ou

m?v?r?=n®n?
2 K’ 2

m?2 —r2 = n2p?
mr

n?h?

mk2

r=

et 1'énergie vaut

E=E.+V,
E_l 5 K2
_va r
_1K2 K2 1 k2

T 2r r 2r

d'ou
mx?
En=— 2n2h?
1 mqg*i1

E -
! (4mey)? 2h% n?
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Pour trouver la formule de Ritz, en fréquence, on utilise la
relation E=hv

Le rayonnement de fréquence v est donné par
hv = E, - Ex; k<n
d'ou

1 mq4(1 1>

Vin = (4mey)? 4mh3 \k?2 n?
si on pose
1  mq*

R, = —— —
V' (4mey)? 4mhs

1 1
Vin =RV(§—E) ;k<n

Aujourd’hui on sait que 1'électron ne tourne pas autour du
noyau en décrivant un cercle, pas de position donc pas de
vitesse ...

L'explication correcte se trouve dans la physique
quantique : la solution de 1'équation de Schrodinger
permet de calculer I'énergie E,

On pourrait résumer ainsi : La physique quantique a
débuté avec le concept "quantification”

— Planck (1900) : quantification d'énergie

- Einstein (1905) : quantification de la lumiére, le photon
— Bohr (1913) : quantification du moment cinétique
orbital.
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10 DISCUTION SUR LA
PHYSIQUE QUANTIQUE

10.1 PRINCIPE DE SUPERPOSITION

J'ai lu beaucoup de livres et des articles sur la physique
quantique, mais aucun de ces livres et ces articles me
satisfait !!!

En effet souvent ils utilisent des mots, des phrases, des
expressions qui sont en contradiction avec eux-mémes !!!

a mon avis la clé pour comprendre la physique quantique
c'est le concept I'état de superposition !!!

La superposition de 2 états comment peut-on la
représenter ? pour bien comprend on va suivre le scénario
suivant:

Solotop est soit a Paris soit a Lyon, on écrit donc
Soit : |Solotop> = |Paris>
Soit : |Solotop> = |Lyon>

Mais la physique quantique dit que Solotop peut étre en
état

|Paris> + |Lyon>

Et voila le big probléme ... puisque Solotop est une
personne vivant, et on ne peut pas le couper en deux !!!!
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La grande difficulté est donc comment représenter |'état
(|Paris> + |Lyon>) dans notre monde physique 3D ...

Si vous allez a Paris et que votre ami va a Lyon

et si vous avez de la chance vous rencontrez Solotop a
Paris, dans ce cas votre ami ne rencontre pas Solotop a
Lyon, et inversement, ce qui est normal.

Mais avant d'arriver a Paris, ou est Solotop 7?
Voici ce que je fais pour s'en sortir.

On associe 'Paris' par la couleur rouge, 'Lyon' par la
couleur vert.

Un disque est peint 1/2 rouge et 1/2 vert, et un pointeur.
Si le pointeur pointe sur le rouge ca signifie que Solotop
est a Paris, sur vert Solotop est a Lyon.

eh bien ! I'état de superposition |Paris> + |Lyon> est
représenté par le disque qui tourne !

Quand le disque tourne, on ne peut pas dire que le disque
a a la fois la couleur rouge et vert (traduction on ne peut
pas dire que Solotop est a la fois a Paris et a Lyon ! ce qui
est une bonne chose, si non il y a une contradiction dans le
langage)

Quand on s'arréte le disque, le pointeur pointe sur le
rouge ou le vert et si on tombe sur le rouge, ca signifie que
Solotop est a Paris, sur le vert Solotop a Lyon.

Tant que le disque ne s'arréte pas, on ne peut rien dire !!
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On dit simplement que Solotop est en état de
superposition des état |Paris> et |Lyon> mais surtout ne
pas dire que Solotop est a la fois a Paris et a Lyon !

.. Il est plus facile de représenter I'état |Paris>+|Lyon> par
un disque qui tourne et ayant 2 couleurs que par la
représentation en localisation avec des km.

Autrement dit:

|[rouge> = disque arrété et rouge

|vert> = disque arrété et vert

|rouge> + |vert> = (par définition) disque tourne.

Dans la représentation 'Paris’, 'Lyon’ on voit qu'il y une
séparation spéciale entre 'Paris et 'Lyon' ce qui fait qu'il
est difficile de représenter 1'état de superposition
|Paris>+|Lyon>. Par contre dans la représentation 'rouge’
et 'vert' on ne voit pas la séparation spéciale donc I'état de
superposition |rouge>+|vert> est plus facile a imaginer, a
représenter ...

Bref ... le but est représenter quelque chose qui ne soit pas
en contradiction en langage elle-méme

a dualité "corpusculaire-ondulatoire” — contradiction

o "|'électron traverse en méme temps A et B" —
contradiction

o fonction "d'onde" — "onde" mot mal adapté.
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a principe d'incertitude — mauvais vocabulaire = donne
I'impression que la PQ n'est pas précise.

10.2 CHOIX RETARDE DE WHEELER

Malgré des efforts que nous avons faits pour que l'exposé
soit le plus clair possible et qu'il n'y a pas de contradiction
dans le langage. Nous avons éviter d'utiliser des
vocabulaires mal adoptés (onde), contre-sens (dualité
corpusculaire-onde) ... en introduisant de nouveaux
vocabulaire comme grandeur "état", fonction "Psi", de
nouveau concepts comme "lI'ombre" d'une particule,

s'auto-interférer etc....

Il y a quand méme des phénoménes qu'on ne peut pas les
expliquer ! méme si mathématiquement on sait faire des
calculs, trouver des résultats correspondent avec des
expériences en laboratoires, mais on ne sait pas expliquer
que se passe-t-il réellement dans notre monde physique
3D!

Voici un exemple : Le choix retardé de Wheeler.

Dans I'expérience MZ1, on sait que le photon va 50% en
D1et50%enD2.

Dans I'expérience MZ2, on sait que le photon va
systématiquement en D1, c'est-a-dire 100% en D1 et 0%
en D2

L'idée de Wheeler est suivante:
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On laisse le photon traverser le point A et on met
aléatoirement le deuxieme séparateur S; en C.

Le résultat de I'expérience est suivant:
- Quand il y a S; le photon va 100% en D1 et 0% en D2.

- Quand il n'y a pas S le photon va 50% en D1 et 50% en
D2

M1 r -
- e— J" - | D1
|B 71 C E—
. D
S A i M2

—Lorsque le photon arrive en C, c'est facile, il s'auto-
interfeére (il interfere avec son ombre) et le résultat de
cette auto-interférence donne:

=

-Quand il y a S; le photon va systématiquement en D1.

- Quand il n'y a pas S; le photon va 50% en D1 et 50% en
D2.
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—Quand le photon est entre C et E, il va évidemment en D1
qu'il y ait ounon S; en C.

Comme le placement de S; est aléatoire la situation
suivante peut arriver :

Supposons que le photon prend le chemin ADC et il
traverse C (pas de S; en C), c'est-a-dire il est entre Cet F,
en ce moment la on met le séparateur S; en C. ===>
résultat : le détecteur D1 détecte le photon.

Question: Comment le photon qui se trouve dans [CF] sait
en C qu'il y a le séparateur S, pour "sauter" dans [CE] pour
arrivera D1 ?
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11 VOCABULAIRE

La matiére : Bon on sait ce que c'est, tout le monde sait ce
que c'est la matiére, on n'a pas besoin de I'expliquer. C'est
un concept primitif : on comprend, on le sens on le sait ...
etc ...

Le rayonnement : C'est la lumiére, une série de fréquences,
une série de couleurs, des ondes électromagnétiques, une
émission des particules ... etc ....

L'interaction : agir, intervenir, ....

Il y a plusieurs types d'interactions (échange de 1'énergie)
entre la matiére et le rayonnement:

- L'interaction entre la matiere et la lumiere : c'est la
réaction de certains corps lorsqu'ils sont soumis a un
rayonnement électromagnétique.

— La fluorescence : Capacité de certains minéraux a
émettre de la lumiére a fréquence différente de celle
regue.

Une lumiére de fréquence v arrive sur un certain corps est
absorbée et le corps émet une autre lumiére de fréquence
v' < v différente de v.

— La photoélectrique :

Une certaine lumiere v > vq (vo= fréquence seuil du corps)
arrive sur un corps et le corps émet des électrons.
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- Le rayonnement d'un corps : La possibilité d"un corps
d'émettre de la lumiére quand on le "chauffe" (on lui
apporte de la température) .

— La barre de fer devient rouge puis blanche lorsqu'elle
chauffée.

— Le corps noir (une cavité fermée), chauffé il émet des
rayonnements (lumieres) dans sa cavité (on peut percer
un petit trou pour voir , observer, mesurer, étudier ...)

cavité=corps noir

Ea VAW AFaTS
e U )
N\
ﬁT rayonnement

Particule quantique : C'est un objet élémentaire quantique
qui est corpusculaire, mais possede des propriétés
quantique : s'auto-interférer, spin, polarisation, état, ...
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11.1 NOTATION

X = grandeur physique (coordonné)

x = valeur (nombre réel) que peut prendre X

X = observable associé 3 X (X opérateur de H)
X = opérateur dans L*(R)

P, = grandeur impulsion suivant x

p = valeur (nombre réel) que peut prendre Py

P, = observable associé a Py (P, dans %, I'espace Hilbert
des états)

P, = —ih;—X = opérateur dans L?(R)

grandeur coordonnée (vectoriel, pour 3D)

=
I
IN =< [><

=)

I
N
N =) <)

) observable vectoriel associé a R

vecteur coordonné (pour 3D ; x,y,z réels)

—
Il
7\
N < X
N~
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11.2 LES CONSTANTES

Constante de Planck h = 6,62.1034]s; A=h/2n
Charge élémentaire q = 1,60.10-19C

Masse de I'électron me = 9,10.10-31kg

Masse du proton m, = 1,67.10-27kg

Masse du neutron m, = 1,68.10-27kg
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